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Vorwort. 


VUrſprunglich bildete dieſes Buch den zweiten Theil meiner 
theoretifch-praftifchen Sablenfebre, unb bereits Im Jahre 1847 
war ed in zweiter Auflage vergriffen. Seine große Mangel- 
haftigfeit verbot сіпеп ungkaͤnderten Abdruck, Gejdyiftébrang 
eine  burdjgreifenbe Ueberarbeitung. Berfchievene Umftände 
ließen den Gedanken auftauchen, ein ausführliches Wert über 
algebraifche Analyſis, Differential: und Integral: Rechnung zu 
liefern, welches bic bem Techniker nothmendigen Gegenftände 
audreihend und außerdem durdy vieljeitige kritiſche und fonftige 
Erörterungen eine Belehrung gewähren follte, bie von Jedem 
gewünſcht, aber nicht überall gefunden wird. Früher bur 
andere Arbeiten im llebermaaf beanſprucht blieb bie Ausfüh- 
rung berjdjoben, und jet, bem Stubejtanbe überwieſen, entbehre 
ih der Mittel, welche mir dazu nöthig wären. Inzwiſchen 
wollte id, ос фен Mahnungen gegenüber, jenen Band ber 
Zablenlehre nicht gänzlich untergehen laffen, und jo ен ан 
diejed Bud) unter jid) miverftrebenden Gedanken und Verhält—⸗ 
nijjen, nicht al8 ein Product be8 Intereffed und ber Freudig- 
feit, fondern 069 guten Willens den die Ши ирс nieder: 
141861. 


VI 


Ueber die durchgreifenden Aenderungen und den Inhalt 
möge dad Bud, ſelbſt Auskunft geben. 

Ein reihed Material über tedynijdye Mechanif und andere 
Gegenftände, die Frucht zwanzigjähriger Arbeit und übergroßer 
Anftrengung liegt vor mir, ohne daß іф e8, wegen Ungunft 
äußerer Lage, zum Druck fördern fann. Ic lege c8 zurüd, 
und ed wird völlig ungenußt verloren gehen, 

So ift denn diefed Buch dad legte, bem ich einige Arbeit 
zugewendet Баре. 20) [dyeibe mit ihm von ber jtudirenden 
Jugend. | 
&dleujingen, ben 18. Novbr. 1899. 
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Seite 16, Zeile 6 Bet S 5 {00 heißen уд 


Dem Paragraph 43 beliebe man binzuzufligen: 
Es ift 


(— Da (C72, (3), +... (—9, = — 8.4 


welches folgt, wenn man oben а — 0 und q = а fegt. 
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Erſter Abſchnitt. 


Algebraiſche Analyſis. 


Wolff's Anal. u. Differ. 3te Aufl. 1 


Erſtes Kapitel. 


Bon den &etfenbrüden. 








| 6. 1. 
ever Wuébrud von ber Form 
1 
a -+ — 
b + 1 
C 4 — 7 
d 4- Чин 


unter a, b, c, d .... pofitive ganze Zahlen verftanden, heißt ein 
Settenbrud) oder ein continuiclidjer Bruh. Die Auss 
brüde a,b,c,d.... heißen die Duotienten des Kettenbruchs, 
unb zwar der Reihe nach, ber erfte, zweite, dritte, vierte u. f. vo. 
Quotient. Ein Settenbrud) ift entweder бейтап, oder geht ing 
Циепой фе fort. Ein Kettenbruch heißt periodisch, wenn alle 
Quotienten einander gleich find, oder eine Anzahl berfelben Be 
ftánbig то рег гс, з. B. 

1 1 








1 1 


а + 1 
8412 














Е... e + 





4 Bon den &ettenbrüdjen. | $. 1. 


Wir haben jeden Dividenden in einem Kettenbruch gleich 
1 angenommen, und bie Duotienten ald pofitive ganze Zahlen. 
Die Dividenden fowohl ald die Duotienten fönnen indep belie- 
bige Zahlen fein. Wir befchränfen und bier auf Kettenbrüche 
der erfteren Art. . 

Kettenbrüche ergeben: fid) bei verfchievenen Gelegenheiten. 
Man bivibire 4. B. Zähler und Nenner des Bruks. 
216 


1147 durch den Zähler, und es сийн 
.216 1 
1147 - 67 
> + 216 
Zähler und Renner des гиф э dividire man Durch ben 


Zähler 67, und fahre in folcher Weile fort; das liefert 
216 1 








unb man hat für ben Bruch mb einen Keitenbruch erhalten. 
Oder es ſei gegeben die Gleichung 


х? + 5x — 1. 
Man fepe dafür | 

х(54--х)--1 
und 68 folgt | 

1 

x = Ss 
Sn bem Ouotienten sim welcher gleich x ijt, werde ftatt x 
ber Quotient jelbft aejept; das liefert 

1 
X = ———— 


5--54-Ү 


4 


6. 1. 2. Ben ten Rettenbrüden. 5 


Start Веб [egteren х fege man wiererum ten oferen Quotienten 
unb fo fort; dadurch entjtebt 


X = ——— 


1 

5 + — 
5+ —1 

54... ohne Ente. 


Und еб ijt der Werth 166 x aus ber gegebenen Gleichung bur 
einen unendlichen periobijdjen Kettenbruch ausgedrüdt. 






































$. 2. 
Œs fei ein fettenbrud) 
1 
а + — 
-~ b+ 
c+- —— 
ар! 
f 
+ g d -- 
gegeben. Alddanı heißen der Bruch 
- і 
а 
unb bie Kettenbrüche 
1 і 
att agi 
b b 1 
T C 
1 1 
1 
ab Peto 
b + b + 
"TV : і 


| d 4- p u. L w. 
SRartialbrüdje des gegebenen Kettenbruchd; und zwar wird 


1 
а 


6 Von den Kettenbrüchen. 6. 2— 4. 


der erfte 4 


a + ы | 
der zweite, überhaupt ein Partialbruch ber nte Partialdruch ge- 


nannt, fobald er bis zum nten Duotienten deg gegebenen Ket- 
tenbruchs reicht. 





6. 3. 

Die Partialbrüche drüden nicht genau, fonber mit 916: 
weichungen ben zu ihnen gehörenden Kettenbruch aus. Der erfte, 
dritte, fünfte u. f. w. Partialbruch ift größer; ber zweite, vierte, 
fechöte u. |. то. Feiner a(8 ber zugehörige Kettenbruch. 

Man vergleiche den erften Partialbruch im vorigen Para- 
graphen mit dem zugehörigen fettenbrud). Beide haben 1 zum 
Zähler; ber нэн des erften Partialbruchs ift a, ber des Kets 


tenbruchs + — , bec Nenner des erſten Partialbruchs ift 


alſo kleiner als der pe HEN unb daher ift der erfte 
SBartiafbrud) größer ald ber zugehörige Kettenbruh. Man ver- 
gleiche ferner den prm Partialbruch mit bem zugehörigen ын 





tenbrudh: е8 (E größer als l. gd daher aud) a + E 
b 
c +. 
größer al a + 1 folglich ber anite Partialbruch 
b + c+.. 
1 


——1 Fleiner al8 der Settenbrud) u. f. w. 
a 4 b 








6. 4. 

Bon zufammengehörigen Partialbrüchen ift der erfte ein gez 
wöhnlicheer Bruch, jeder ber übrigen ift ein begränzter Ketten- 
bruh, und fann in einen gewöhnlichen Bruch verwandelt wer- 
den. Zu diefem Verwandeln bedarf еб feiner Anleitung. Die 
gewöhnlichen Brüche, welche анд Partialdrüchen erhalten wer- 
ben, ftehen aber in einer Beziehung zu einander, welche das Ber- 
wandeln ber Bartialbrüche in gewöhnliche Brüche erleichtert. Diefe 


— 


6. 4. 5. Bon den Settenbeüdoeu. 7 


Bezichung aufzudeden, ijt der Gegenftand des folgenden Para- 
graphen. 
Den erften Partialbruch bezeichnen wir in ber Folge aud 


| burd) ыг den gewöhnlichen Bruch, welcher hervorgeht, wenn 
1 
man ben zweiten PBartialbruch in einen gewöhnlichen Bruch vers 
wandelt, durch нь u. f. w.; ben gewöhnlichen Bruch, welchen 
2 


ы . Die gewöhnlichen Brüche, 


in welche fid) Partialbrüche verwandeln laffen, werden wir gleich: 


falls SBartialbrüdje nennen, 4. 9. x den nten Partialbruch. 


$. 5. 


Die Beziehung aufzufinden, in welcher die Brüche ftehen, 
die erhalten werden, wenn man zufammengehörige Partialbrüche 
іп gewöhnliche Brüche verwandelt, wollen wir zuvörderſt bie 
Partialbruͤche des Kettenbruchd 


der nte Bartialbruch liefert, durch 




















auf gewöhnliche Brüche zurüdführen. 

Der ете Partialbruch 4 ift (don ein gewöhnlicher Bruch. 

Es ift der zweite Partialbruch | 
1 


b 
at d ab + 1 

welches entftebt, wenn wir Zähler und Nenner des zweiten Par- 
tialbruchs mit b multipliciren. 


8 Bon den fettenbrüdjen. 6. 9. 


(8 ift der dritte Partialbruch 














1 — 1 bett 
1 - e таве фа + с 
а + a + r 
| b+ t bc + 1 
Der vierte ` ` 
1 2 »с4-4--5-4 
11 — abcd --ар-ра4--64-4-1 
a —1 
b + 1 
c+ 


Für ben fünften entfteht 
bedf + be + bf + ағ +1 
- abedf + abc + abf + adf + cdf -- a +c + f 


u. f. w. 
Wir haben alfo 

A, _ 1 

B ^а 

A, _ ЬЪ 

B, ab + 1 

A, | bett 

B, abe+ta+tc 

А, _ bed +b+d ` 

B, аре + аһ + ай Lei -- 1 
| ы bedf -+ bce + bf + df + 1 


B, = abedf + abc + abf + adf + cdf +a +c +f 
Vergleichen wir den dritten Partialbruch mit bem zweiten und 
erften, fo uͤberſieht fih, daf - 

А, А.с +A, 

B,  B,c+B, 
Vergleichen wir ben vierten Bartiölsrud; mit dem britten und 
zweiten, ſo wird erkannt, daß 

A, A.d LA, 

B, B, "d +В, 
Die Bergleichung des fünften Partialbrudè mit dem vierten unb 
dritten lehrt, daß 


$. 5. Bon den Kettenbrücen. 9 


A, _ Af+A, 
В, Bf+B' 
Beachten wir, daß c ber dritte, d ber vierte, £ ber fünfte Duos 
tient ift, fo erhellet, bag wie ber dritte Partialbruch aus bem 
zweiten und erften, eben fo ber vierte aus bem dritten und weis 
ten, und ber fünfte aug dem vierten und dritten gebildet ijt. Es 
entfteht bie Frage, ob 046 Geſetz, welches fid) bei der Bildung 
diefer Partialbrüche zu erfennen giebt, auch für die Bildung aller 
fpäteren gilt. 
Der fünfte Bartialbruch geht offenbar in ben fechöten über, 


wenn überall in bem fünften £ 1 - flat £ gefegt wird. Unb 
ba ble Ausprüde A,, A,, B,, B, fein f enthalten, fo ift 
1 
^ (+2) ^. 
1 ,? 
В, DG T z) +В, 
_Af+A)E+A, 
(B,f + B,) g + B,’ 
ш ASTA 
B,g + B, 
Der fechöte Partialbruch erfcheint alfo nad) bem ndmíidjen Gefeg 


gebildet, welches fid) bei ber Bildung des fünften, vierten unb 
dritten fund giebt. Der jedjéte Partialbruch geht in den fies 


benten über, wenn g + $ flatt g gefept wirb; babei wuͤrden 








А, 


В, 


die Operationen, welche wir eben ausgeführt haben, 

A, _ Ach LA, 

B, ВА +В, 
liefern. Und da aus jebem Partialbruch ber folgende in ber 
nämlichen Weife zu bilden ift, fo erhellet, daß das Glefeg der 
Bildung für айе folgenden Partialbrüche gilt. Dies Gefeh bes 
ftebt aber darin, bag ber Zähler des nten Partialbruchs erhalten 
wird, wenn man den Zähler 069 (n — 1) ften mit dem nten Duos 
Пешеп multiciplirt, und zu dem entitehenden Produft den Zähler 
реб (n—2)ten Partialdbruchd abbirt; und daß ber Nenner 069 


10 Bon den fettenbrüdjen. 8.5. 


nten Partialbruchs hervorgeht, wenn man ben Nenner des (n — 1)ften 
mit dem nten Quotienten multiplicirt, und zu dem Produkt ben 
Renner ded (п — 2) іеп Partialbruchs abbirt. 

Um nad) diefem Gefeg den nten Partialbruch zu erhalten, 
ift еб nothwendig, daß bie beiden vorangehenden PBartialbrüch: 
gebilvet find. Die Anwendung des Geſetzes tritt daher mit bem 
dritten PRartialbruch ein. Der erfte Partialbruch ift bereit ein 
gewöhnlicher Bruch, ber zweite fo leicht ip einen gewöhnlichen 
Bruch zu verwandeln, bag zu der Verwandlung feine fernere Ers 
leichterung Beduͤrfniß ift. Deſſen ungeachtet hat man das Ges 
feg auch auf den zweiten und erften Partialbruch auszudehnen 
gefucht, und biefe Ausdehnung dadurch erreicht, daß man jeden 


zufammengehörigen Bartialbrüchen bie beiden Duotienten T unb 


7 als Partialbrüche vorangehen läßt, bie man aber lediglich jenem 
Geſetz zu Gefallen hinzudenkt. Es iſt nämlich der erfte Partialbruch 


А, __ 0,541 1 
В, CES a 
А, 





unb ber zweite 
1-0 _ b 
B, ab+1 ab+1' 
Sind nun a, b, c, d, f.... die Quotienten eines Ketten- 


bruchs, fo bibet man bie е Seet bequem nad) folgendem 
Schema: 





1 0 
0 1 
а|1 а 
bib ab LI 
elbe 41 abc | с-а 
d|bed + d + b^ abcd + cd +- ad + ab + 1 


f | bedf--df--bf--bc--1 |abedf+cdf+adf+abf+f+abe+c+a 


6. 5. 6. Bon den Rettenbrüdoen. 11 


Die zweite Kolumne, in welche alle Zähler fommen, beginnt man 
mit 1 unb 0, Ме dritte, in welche alle Nenner fommen, mit 0 
und 1; in die erfte Kolumne werden die Quotienten gejegt. Je⸗ 
der folgende Zähler entfteht, wenn man mit bem zu ihm gehörens 
den Quotienten den vorangehenden Zähler multiplicirt, und ben 
vorvorangehenven Zähler zu dem erhaltenen Produft addirt; eben 
fo finden jid) die folgenden Nenner. , 
(89 mögen 3. B. Partialbruͤche des Rettenbruche 





3 + ——1 
9 + ——1 
2 + ——T 
7+ Л 
berechnet werben. 
Wir bilden guvórberft 
| 1 0. 
0 1 
3| 1 3 
51 5] 16 
2| 11) 35 
4| 82| 261 
4 (389 «1079 





9 11 


haben daraus bie Partialbrüche 3 ie 2 unb ben Werth 


8 
35 261 
des vollftändigen Kettenbruchs gleich 68 ift nämlich im 
vorliegenden бай ber fünfte Partialbruch bet Kettenbruch felbft. 
6. 6. 
Sind a, b, а, b' ganze Zahlen und find bie Brüche р 


р F nicht einander gleich, fo ijt x bie geringfte Differenz, 
welche zwifchen dieſen Bruͤchen fattfinden fann. | 
Die Differenz der Brüche it EP, Der Zähler ab/—a'b 





bb’ 


12 Bon den Kettenbrüchen. 6. 6.1. 


ift nicht Null, weil die Brüche ungleid) find, unb er bezeichnet 
eine ganze Zahl. Er fann alfo nicht Feiner fein als 1. 


6. 7. 
Die Differenz irgend zweier auf einander folgenden Partial- 


eu. А1 +1 
brüche B... CE. B. 
je nachdem n gerade ober ungerade ift. 
Dezeichnen wir den (n+ 1) еп Quotienten mit q, fo ift 


nad $. 5 


, und zwar -Б, 





А, ,., 
=» ijt jedesmal 





А, — Anq + А„_, 
B. — Baq + В„_, 1 


Wir vergleichen gunádjft die Differenzen - - ын unb 














B, Виза 

An-ı А, AA 3 B, — AnB.-ı 
B.A 3 B. n B.-ı B, 
und еб ift 


— 
—— (u — — — — — иь 


В, В, н: mn B, Baq + BA 4 / 
EN А.В, + An Bn—ı — An Baq — Aa A B, 
— B,(B&q + B, i) , 
An BA — An-ı B, 


m В„(В„д + Bia) ! 





obet | 
An А.р __ 7 (Anı Ba шин А„В„_;) 
В, ш В, н: — В.В, +: | 
Sft alfo bie Differenz 


Asa A Er 
В. В. Bob 

fo ift die Differenz 
An Аса — 4-1 

В, _` В, В.В. ` 

Die fammtlichen Differenzen, welche hervorgehen, wenn man von 

jedem Bartialbruch den nächftfolgenden fubtrahirt, Haben deshalb 





\ 





6. 7 —9. Don den Kettenbrüden. 13 


in abfoluter Hinficht denfelben Zähler r, und die Zähler find ab- 
wechfelnd pofitiv unb negativ. Den Zähler r zu erhalten, ойи 
fen wir nur von irgend einem Partialbruch den nádjftfofgenben 
fubtrahiren. Sind a und b die beiden een Quotienten eines 


Kettenbruche, fo ift ber evfte Partialbruch - —, ber zweite —— zb a St 


unb е6 ift die Differenz 
| 4 b ab +- 1 — ab 1 


a ab LI a(abd-i) a(ab 4 0 
Wir haben Daher 








А, A, +1 
BB SS 
A, A, _ —1 
B, B B, B,” 
A, A, +1 
LAE 


Es ift ſtets | 
Ал—1 B, — А,В. 1 — + 1 


je nachdem n eine gerade ober ungerade Zahl bezeichnet. 


Nach dem vorigen Paragraphen ift 
Ал À + 


— — 
-——— — 


В, В, B, 4 Ba 
und wenn man hier bie Nenner befeitigt, entfpringt das Geſetz. 


$. 9. 


Seder Partialbruch ergiebt fih al8 ein reducirter Bruch. 


Nach bem vorigen Paragraphen ift 
A, A Bun — ABa = + 1. 


Die Ausdrücke А, und B, find deshalb relative Primzahlen; fie 


— 





Tonnen nämlich feinen gemeinfchaftlichen Theiler haben, weil ein 


- folder auch Theiler zu der Differenz; =1 fein müßte Dann 
ift aber b. Б. jeder Partialdruch ein reducirter Bruch. 





An 
B, ' 


14 Bon ben Kettenbrüchen. | .. 8. 10—12. 


6. 10. 
(56 ift ftetó 


В, +: 2» В, 2» Baa *** md Antı > А, > Anı ... 
Folgt aus $. 5 und bem vorigen Paragraph. 
6. 11. 


Der Unterfchied zwifchen dem nten Partialbruch unb bem 
zugehörigen Kettendruch beträgt in abfoluter Hinficht weniger als 
1 - 


BB. | 
Nach $. 3 find bie auf einander folgenden Partialbrüche ab- 
wechfelnd größer und Fleiner als der zugehörige Kettenbruch. Der - 


Kettenbruch liegt daher zwifchen je zwei aufeinander folgenden 
Partialbrüchen. Der Unterfchied zwifchen bem nten und bem 


+ 

(n—I)ften Partialbruch ift nach 6.7 ER unb ba ber 

Kettenbruch zwifchen beiden liegt, fo ift er von feinem nten Par⸗ 
м 1 . 

RR verſchieden. 

Nach bem vorigen Paragraph ifi В„,, größer als Ba. 


tialbruch in abſoluter Hinſicht um weniger als 


1 , 1- 
Deshalb ift B7 größer als SR unb man fann auch auf. 
fielen, bag ber Unterfchied zwifchen bem nten Partialbruch unb 
bem Kettenbruch geringer ift als E 


$. 12. 


Der Unterfchied zwifchen dem zweiten SBartialbrud) unb bem ` 
Settenbrud) ift geringer, als ber Unterfchied zwifchen bem eren 
Partialbruch und dem Kettenbruch; ber dritte Partialbruch fteht 
dem SKettenbruch näher al8 ber zweite u. f. f., überhaupt ift jeder 
fpätere Partialbruch von bem Kettenbruch um weniger verfchies 
ben als jeder vorangehende. 

Es fele q den (14-12 йеп Ouotienten vor, unb ber 
(n -- 1) fte PBartialbruch brüdt fid) aus durch 

Anq + Ån 
Baq + В,_: 
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Die ſaͤmmtlichen dem Quotienten q folgenden Quotienten feien 
r, з, 5... bann ift 


1 
q + { 


r + 








1 
ST c. 
der im Kettenbruch dem q nachfolgende Theil. Diefen Theil 
bezeichne z; und wenn wir oben in bem 9fuóbrud für ben 
(n+1)ften Partialbruch z фон q fegem, fo erhalten wir 
А2 + Anı 
Baz + Ba—ı 
als Werth des volftändigen Kettenbruche. 
Man betrachte jegt bie Differenzen 
A. А2 + А, 1 


В, - Baz + B.-ı 











und 
Anz + An An 
Baz + Baai Bo 
Wenn шап auf einerlei Nenner bringt und $. 8 beachtet ent- 


ftebt für bie erfte 





dz 
B.-ı (Baz + B, i) 
für bie andere 
dd 
В, (Baz + Ba) 
Da nun z in abfoluter Hinficht nicht Heiner fein fann als 1, 
unb wegen $. 10 В, > В, 1, fo ijt in abfoluter Hinficht bie 
zweite Differenz Fleiner als die erfte,. b. 5. еб fteht ber Ketten: 





bruh dem fpäteren Partialbruch * näher als bem früheren 
Axa 
B.-ı ` 


6. 13. 
Soll ein reducirter (alfo in ben ffeinften Zahlen audgebrüdter) 


Bruch 4 feinem Werthe nach zwifchen zwei aufeinander folgen: 
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реп Partialbrüchen liegen, fo muß fein Nenner größer fein als 
der Nenner des fpätern Partialbruchs (um fo mehr alfo größer 
al der Nenner реб früheren) und fein Zähler größer ald bet 
Zähler diefed fpäteren Partialbruchs. Oder, in anderen Worten, 
— foll, je nachdem 








ift, 








fein, fo muß q größer fein ald В, unb p größer а(9 An. 
Ge ijt 

Ana А, + 1 
4 В„_, В, — B, B, " 
Andererſeits ift | l 

A.A 3 — p __ AA A0 — рВ,._: 

BA d B, 14 ! 
oder, wenn wir bie Differenz im Zähler, welche je nach der An- 
nahme poſitiv ober negativ ausfalen muß, mit + d bezeichnen, 

A, P — +d | 

Ba 3 d m B, 14 | 
Run muß, je nah der Annahme 

- 1 — +d 
Ba—ı B, < В. iq 1 
Beides wird erfüllt, wenn in abfoluter Hinficht 
1 d 


B, 4B, > Ba—1q 


oder 

q > d В, 
ift; und ba d nad $. 6. nicht Heiner fein fann als 1, fo hat 
man q > Ba. 


Gegen wir wiederum 
A.A 3 — An > Ас: р 


Bi B, < Ba—ı q 
welches jedenfalls fich erfüllt, (байр іп abfoluter Hinficht 
AA A An — Anı — р 


— 


B.-ı нш B, Ba 3 q ! 
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fo folgt 





P 
o > В, 
obet 





und ta q > Ba, deshalb - —1 ift, fo ift p  A,. 


$. 14. 
, ‚An 
Jeder Partialbru B 





bruchs näher, 419 irgend ein anderer Bruch t, ber in kleineren 


Zahlen ausgebrüdt ift, als der PVartialbruch. 
Es ijt entweder 



































А,_: А, 
Bia > k > B, 
oder A A 
n—1 n 
B, A ын k < B, 
А, А. A 
В, В, _, ` 
9tad) dem vorigen We fann ber Wert) 4, L3 nicht inners 
halb der Graͤnzen 3 un Liegt nun Ё 
b. n" ift 
Àa g 
k > В, > P 
oder А 
а — 8 
k < B. < + 


fo fallt in die Augen, daß ber тоё bem Kettenbruch näher 


fteht, alè der Bruh = Liegt aber -È über Ме Gränze B 
Wolff's Anal. и. Differ. Ste Aufl. 2 
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binaus, fo erfellet daffelbe aus bem llmftanbe, daß k näher ап 
Ana | 


B.-ı " 


n 


B, liegt als an 





Mebungen und Praktifches. 


6. 15. 


1) Was ift ein Kettenbruh? Was verfteht man unter feinen 
Quotienten ? 


2) Was find Partialbrüche eines Kettenbruchs? Welche Фаг: 
tialbrüche find größer als ber Kettenbruch, welche Fleiner? 
ОЙ ber nie oder der (n-+p)te Partialbruch um weniger 
von dem Kettenbruch verfchieden ? Wie laßt fid) ein Partialbruch 
aus ben beiden ifm vorangehenden PBartialbrüchen bilden? 
Wie werden die Partialbrüche am bequemften in gewöhnliche 
Brüche verwandelt? Welches ift bie Differenz zwifchen zwei 
aufeinander folgenden Partialbrüchen? Kann ein Partialbruch 
gehoben werden? Innerhalb welcher Gràngen liegt der Un- 
terfchied amifden einem Settenbrud) unb feinem nten Par- 
tialbruch? Giebt еб Brüche, welche Heinere Nenner Haben, 
als bie Partialbrüche, und welche fi um weniger von dem 
Kettenbruch unterfcheiden, als die Partialbrüche ? 


Anwendung der Kettenbrüche um Räherungswerthe in Eleineren Zahlen zu 
finsen für Brüche, die in großen Zahlen gegeben un) reducirt fino. 


3) Einen echten Bruch in einen Kettenbruch zu vermanbelu. 


Man dividire Zähler und Nenner веб Bruch durch ben 
Zähler. Den Nenner forme man dabei in eine Cumme zweier 
Summanden um, von denen der eine eine ganze Zahl, ber 
andere ein echter Bruch ift. Diefen echten Bruch behandle 
man wie ben gegebenen Bruh u. f. fe Dadurch geht ver 
verlangte Kettenbruch hervor. 3. B.: 
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41 | ши 1 
1541 з р 287 зр! | 
418 , BI 
237 
o d 2 | 
— „оч 
3 + 3 + i 
{+ — 1+ 
+ er Ste 
9---а55 
25 
A 
— Í 
d + 1 . 
1+ — 
2 + 
5 + i 
t+ 


Der eben durchgeführten Rechnung laßt fid) eine bequemere 
Geftaft geben. Zur Bildung des Kettenbruchs bedarf es 
blos feiner Ciuotienten. Nun ift der еге Quotient her- 
vorgegangen, indem man mit bem Zähler 069 gegebenen 
Bruchs in den Nenner dividirte, der zweite Quotient, indem 
mit dem gebliebenen Reit in den vorigen Divifor bivibirt 
wurde, ber dritte, indem mit bem zulegt gebliebenen Эй 
dividirt wurde in den legten Divifor u. f. f., fo daß die 
Duotienten durch biejelbe Rechnung hervorgehen, welche man 
ausführt, um ohne Zerfällen den größten gemeinfchaftlichen 
Theiler zum Zähler und Nenner zu finden. Um daher ben 
Zog ын bequemer in einen Settenbruch zu verwandeln, 


elle man folgende Rechnung an: 


2. 


20 


4) 
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41815413 








"Gel 
287 


ШЕ 
262 
25113115 
= 
(GR 
Zi - 1/616 
6 
0 


unb bilde aug ben gefundenen Ouotienten З, 1, 2, 5, 4, 6 
den Kettenbruch. 


Wenn ein echter reducirter Bruch > 2 größere Zahlen zum Зар, 


(er und Nenner hat, und es бат anfommt, Brüche in 
fleineren Zahlen zu finden, welche fo wenig ald möglich 


von bem Bruch Y verfchieden find, fo werden diefe Brüche 
in den Partialbrüchen des Kettenbruchs erhalten, in welchen 
— fid) verwandeln laßt. Diefe Partialbrüche heißen vie 


Näherungswerthe des Bruche e 
Jeder unechte Brug P. q Nefet, wenn man Zähler unb 


Nenner vertaufcht, einen "m Bag - —. Werden für dies 
fen die Näherungswerthe berechnet, mb in- jedem berjelben 


.  weieberum Zähler und Nenner verwechfelt, fo ergeben fid) 


die Näherungswerthe des unechten Bruchs re Hier 


aber fallt der erfte Näherungswerth zu flein aus, ber zweite 
zu groß, u. f. w. 


6. 15. Bon den Reltenbrüden. 21 
Beifpiele. 


1) Die Näherungdwerthe für Цин zu finden. Man ermittele 


zunächft bie Quotienten; dazu führt folgende Rechnung: 
18011624513 
5403| 
84211801 Ё 





und bilde 949 Schema 


15 
(1 
11| 862/2989 
2|1801 |6245 
(Жап thut wohl, bie Tabelle fortzufegen, bið ber Zähler 
und ber Nenner des gegebenen Bruchs erfcheinen. Man verz 
fichert fih babutd) von der Richtigkeit der Rechnung.) 
Hieraus find die Näherungswerthe 
1 2 15 17 862 


— — — — — 


GN sl bi GA 
№ 
- 





Der erfte, dritte und fünfte von diefen Brüchen find größer als 
1801 
6245” 


Näherungswerthed beträgt nad) $. 11 weniger als 


ber zweite und vierte Fleiner. Die Abweichung des eren 


1 


91 ble des 
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, ; е usn 1 , 1 
zweiten weniger ale 364 bie des dritten ift geringer als 13887 


1 
bie des vierten geringer alà 198063” bie be8 fünften geringer 
1 


als 18666305: 


2) Die Näherungdwerthe für zu berechnen. Man 


13984 
fuhe zunächft bie Quotienten zu 75983” 


139847598315 
69920 


6063|13984:2 
12126 


1858,6063|3 








4891185813 
| 1467 

"391 m 
391 

98139 1 

Er 


97981 
um 


bilde 


143, 777 
13984. 75983 


~j = (Сү. EA см CH 
H2 
Q2 
bb 
(2 
Qt 


9 
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und hieraus find bie Näherungswerthe 
. 11 38 125 163 614 777 


— |... — — ` ` — — — — — — 


3) Bezeichnet p die Peripherie, d den Durchmeſſer eines 
Kreiſes, fo ift bekanntlich = zd. Es verhält fid) babet 
p : d = 3,141592....: 1 = 3141592 : 1000000 annähernd. 

, , 3141592 , me 
G8 folen für ben Quotienten 1000000 die Näherungswerthe 


berechnet werben. 


1000000 314150218 
13000000 
“131592]1000000:7 
991144 
8856141592115 
8856 
53032 
„ 44280] 
"87521885611 
8752 
“71041 8752:84 
| 832 | 
432; 
416! 
16110416 
| 96 





- 


8 éd 
116] 
0 


1 0 
0 1 
9 1 8 
7 7 22 
9 106 333 
113 355 
84| 9598| 30153 

6| 57701 | 141273 

2 | 125000 | 392699 


1 


sun 
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daraus bie Näherungswerthe 


, 22 333 355 30153 181213 
‚ 2 883 855 30153 


unb 125008 als ben rebucirten Bruch, welcher gleich bem gege- 
benen ЇЇ. 

Das BVerhältniß 22 : 7 ift um.0,00126 .... größer al8 л. 
68 ijt für ben praftifchen Gebrauch fer bequem in allen Fallen, 
welche eine folche Abweichung geftatten. 


4) Beifpiele. 


Niberungswerthe, 
113 |1 22 23 45 





1000 3 4 11 15 41 56 97 
732 
91907 [1 2 15 T7. 169 246 

18564 |20' 41’ 307” 1576’ 3459' 5035 
587 (1 3 13 29 100 129 229 


80937 141 155 451 606 2269 7413 
10' 11' 32' 437 161" 926” 





13957 1 3 4 19 23 65 88 1033 2154 


9) Nicht 5109 Brüche, fondern auch andere Ausprüde laffen 
{ф in Kettenbrüche verwandeln, oder mit Hilfe derfelben wieder: 
geben. Das Verfahren, welches dabei zu beobachten ijt, wird 
natürlich mit ben Ausprüden fid) ändern. Im Allgemeinen fann 
Folgendes angegeben werden: Man verwandele den Ausdruck Q, 
welchen man ald Kettenbruch wiederzugeben beabfichtigt, in eine 


1 ) 
Summe von der Form a + l' deren erfier Cummanb a eine 


ganze Zahl ober Rull ijt, und in welcher x größer ift als 1; 
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den Ausdruck x verwandele man in eine Summe von der Form 
bk 39 in welcher b eine ganze Zahl, X einen Ausdrud vors 


felt, ber größer ift aíó 1; x’ behandele man in berjefben 
Вее u. f. |, und fubftitulre zulegt ble Werthe von х, x' u. f. f.; 
das liefert 





Sft а nicht Null, fo ift Q durch die Summe e einer ganzen Zahl 
unb eines Settenbrud)à audgedrüdt. Die Naͤherungswerthe, welche 
für Q hervorgehen, indem man bie Partialbrüche des fetten; 
bruchd zu a addirt, laffen fid) fofort in ber Geftalt unechter 
. Brüche dadurch erzielen, daß man in bem Schema die zweite 
Kolumne nicht mit 1 unb 0, fondern mit 1 und a beginnt, 
nämlich: 


1 0 

a 1 
b |ab +1 b 
с. abc + c + a] be +1 
d . . 


Die NRäherungswerthe find 
а ab+1 abe +a+c 
KM b ' bei tt 
Es werde 3-9. V21 in einen Kettenbruch verwandelt. Ge 
liegt V21 zwiſchen 4 und 5, daher fege man 
y21— 4 + i. 
Der Bruch 1 ift echt, deshalb x großer als 1. Man entwidele 


х диб bet мээн Gleichung; das liefert 
1 _ y21 +4 4 
y)gÜ4ÓÀ—4 ` 53. 








x == 
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Da V21 zwifchen 4 unb 5 liegt, ift ber Zähler des legten Auss 

druds größer 016 8 und Fleiner al8 9, und ber Werth 068 ganz 

zen Ausdrucks größer ald 1 und feiner alg Г Man {еве daher 
_ y21 +4 + 412 1 


Aus der Gleichung 

/91 

y21 t4 4 _ | + 1 
werde x! entwidelt; еб ergeht ſich 

5 12141 
y21 — 1 4 
21 

weil namlich Piti größer ald 1 und Fleiner ald 2 ift. 
Aus der Gleichung 


x! = 


1 
-1- 5 














ү21--1 ,., 1 
2400 -1 +; х" 
werde wiederum x7 entwideft; man егдай 
2 
x! == — — ү?! 1590 d. 
y21 —3 9 Х 
A 
Aus ЕА. 
3 хш 
folgt — 
ш — 3 — y?1 + З 1 + L 
y21 — 3 4 x 
Aus 
` ҮТ 3.3 1 
4 ши х" 
findet man Ш 
air _ үгт! 1+, 
y21 — 1 9 x 
Aus 
" Hori: үүл 
9 х” 
еш 
x = Үй +4=8 + -a 


ү?1 — 
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Л 
mI 1 - uL 1 
Aus 421 + 4=8 + i" folgt x TEN 
Der legte Werth ift einerlei mit ben Werthe von x. Bon hier 
an wiederholen fid) alfo ohne Ende die Operationen, welche 516» 
her ausgeführt wurden. Man hat taher 


c 1 
1 
х zelt zit 
v ik Zei 
x! 
1 
x" = 2 + ym 
хп! — | + d. 
x!" 
1 
x" = 1 + Y^ 
х —8-- d. 
х"! 
x" =x, x" =x!" y f.f. 
und wenn man diefe Werthe fubftituirt 
14 
1—93 
2—4 
14-71 
14-7 
8—1 
1+— {| 
2 —3 
+——{ 
1---- 0 
84-13 


u. f. f. ohne Ende. 
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Der erhaltene Keitenbruch ift periobi(d) und unendlich. Er liefert 
für V21 die Näherungswerthe: 


4, J, 41, 4$, 44, 4т\, 470; u. f f. 


Eben fo wird gefunden 








Ш ohne Ende. 
und daraus ergeben fid) für V85 bie Räherungswerthe 


9 37 46 83 378 6887 27926 
^ 4 5' 9' 41 ' 747' 3029 uff 


6) Beifpiele 


| Geg. Wurz. | fRáfecungéwertbe. 
СУСС эи REM ааа араа а аана О 
aa 16 37 127 1307 
а) ү28 ‚30 7 “94 ' 947 "^ 
aT .11 39 206 657 863 152 
b) y31 5, 6, ә! Gr 37 , 118” 155” 223^ 


юэ 13 20 53 73 126 199 2511 


c) y44 6, 1, 9, 3’ 8” 11” "19! "30? 379 77 
— 29 36 101 137 649 9223 
$i! 2 |T, 458714719 ' 90 1279 ^^ - 
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7) Den Werth des unendlichen Kettenbruchs 
1 


























a + ! 1 
a + 
1 
a + a + ohne Ende 
anzugeben. 
Man fege 
x = 
a -+ 1 { 
a + 
„у! _ 
a + ohne Ende, 
fo folgt { 
x = —— 
a+x 
weil nämlich der zweite Summand des erften Renners 
1 
à! 
„1 _ 
a -+ ohne Ende, 
alfo wiederum x ift. Aus der vorfichenden Gleichung ergiebt fid) 
х? +ax=1 
METTI 
————À——— 


Und dies ift ber Werth des gegebenen unenbfidjen Kettenbruche. 
Die Wurzel muß pofitio genommen werben, weil {оп ber Aus- 
Wud negatio werden würde, während ber Kettenbruch offenbar 
бин pofitiven Werth hat. 
8) Welchen Werth bat der unendliche periopifche Kettenbruch 
1 














b + 1 
a + b + opne Ende. 
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Gt hat ben Werth 


Dese 


9) Welchen Werth Hat der unendliche periodifche Kettenbruch 
1 | 























a + 1 
b + | 
c + | 
„ а + i 
5T C. 
Er ift gleidh LLL 
abc + a + c -- b — y(abe +a +b --e)? +4 
i +) 


— — ——— 


Zweites Kapitel. 


Von den diophantiſchen Gleichungen. 


$. 16. 


Sft A B eine algebraiſche Gleichung, welche zwei Unbe⸗ 
fannte x unb y enthält, fo laſſen fid) für x und y unendlich 
viele zufammengehörige Werthe angeben, welche die Gleichung zu 
einer identifchen oder analytifchen machen. 

Aus der Gleichung А — В denfe man einen der Unbekann⸗ 
ten, etwa x, entwidelt. Der für x entitehende Ausdruck enthält 
den Unbekannten y. Wird bem y irgend ein beftimmter Werth 
beigelegt, fo gewinnt ber 9luóbrud für x, fomit x felbft, einen 
beftimmten Werth. Für bieden Werth von y und bieden Werth 
von x wird bie Gleichung A — В ibenti(dy oder analytifch. 
Solcher zufammengehörigen Werthe für x und y laffen fih aber 
unendlich viele angeben, weil für y jeder beliebige Werth geſeht 
werden kann. 
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6. 17. 

St A = B eine algebraifche Gíeidjung, welche mehr alg 
zwei Unbefannte x, y, z .... enthält, fo laffen fid) für biefe 
Unbekannten unendlich viele zufammengehörige Werthe angeben, 
welche die Gleichung zu einer identifchen oder analytifchen machen. 

Denn wird аиб ber Gleichung A = B einer der Unbe 
fannten, etwa x, entwidelt, fo entiteht für x ein Ausdruck, welcher 
die übrigen Unbefannten y, z .... enthält; wird nun für y 
irgend ein beftinmter Werth gefept, eben fo für z u. f. w., {о 
erhält auch x einen beftimmten Werth, und diefe zufammengez 
hörigen Werthe der Unbekannten machen die Gleichung A =, B 
identifch ober analytifh; da man aber für y, 2 .... unendlich 
viele Werthe {ереп fann, fo erhellet bie Behauptung. 

6. 18. ` 

Wenn n algebraifche Gleichungen mit n + р Unbefannten 
gegeben find, fo laffen fid) immer unendlich viele zufanmenge- 
hörigen Werthe für diefe n + p Unbekannten angeben, welche 
bie n algebraifchen Gleichungen zu identifchen ober zu analyti- 
ſchen machen. 

Man lege p von den Unbekannten beliebige Werthe bei, 
und entwidele dann bie übrigen n Unbefannten. Dadurch erhält 
man zufammengehörige Werthe, welche den gegebenen Gleichungen 
genügen; unb dies Verfahren laft fid) unendlich oft wiederholen. 
| $. 19. 

Die unendlich vielen Werthe, welche einer algebraifchen 
Gleichung genügen, bie mehr ald einen Unbekannten enthält, oder 
welche n Gleichungen entfprechen, bie mit n + р Unbekannten 
gegeben find, fónnen befchränft werben durch Bedingungen, welche 
ble Werthe gleichzeitig erfüllen folen. Diefe Bedingungen laffen 
fh mannigfach ftellen; daß bie Werthe ganze Zahlen fein folen, 
iR eine der gemöhnlichften. 

6. 20. 

Eine Gleichung heißt unbeftimmt oder diophantifch, 
wenn fie zwei oder mehr Unbekannte enthält, und wenn für biefe 
alle zufammengehörigen Werthe anzugeben find, welche ber Gleichung 
genügen, gleichviel ob bie Anzahl jener Werthe burd) Bedingungen 
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befchränft ift, oder nicht. Eben fo heißen n Gleidungen un» 
beftimmt oder diophantifch, wenn fih mehr ald n Unbes 
fannte in ihnen finden, und wenn alle zufammengehörigen Werthe 
diefer Unbekannten herzuleiten find, welche ben Gleichungen ent 
fprechen, gleichgiltig, ob Bedingungen die Anzahl jener Werthe 
befchränfen, oder nicht. 
Aufgaben, welche zu diophantifchen Gleichungen führen, 
heißen unbeftimmte ober Diophantifche Aufgaben. 
Die Lehre von der Auflöfung der diophantifchen Gleichungen 
heißt die unbeftimmte Analyfis. 
6. 21. | 
Eind a und b relative Primzahlen unb ift bie ganze Zahl 
h feiner 019 b, fo ift ha nicht theilbar durch b. 
Denn wäre ha theilbar duch b, fo müßte b ein Theiler 
zu h fein (Zahlenlehre $. 161), was doch nicht ift. 
6. 22. 
1) Sind a und b relative Primzahlen, und wird jedes ber 
Produfte 
1a, 2a, За, da .... (b— 1)а 
durch b dividirt, fo find von bem Р ergebenden Reften nicht 
zwei einander gleich. 
Irgend zwei bet Produkte feien ha und h'a, e$ feien q unb 
q bie dazu gehörigen Quotienten, r und d bie Refte. Dann ift 
ha = bq ~-r 
h'a = bg + r. 
Wäre nun r = r fo würde folgen 
(h — is = b (9 — 9) 
unb е6 müßte b ein Theiler zu h — h' fein. Das aber ift 
nicht möglich, weil 
h — h' —h-«b. 
Deshalb find r unb d ос ен. 
2) Daher find die fammtlichen Refte von einander verfchie- 
den. Und da überhanpt bei der Divifion mit b nur die Zahlen 
1,2, 3, 4....Ъ – 1 | 
als Reſte möglich find, fo ergeben fi oben in irgend einer 
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Ordnung diefe b — 1 verfchlevenen Reſte, welche die Divifion 
mit b überhaupt zuläßt. 
| 6. 23. 

Sind a, b, c pofltive oder negative ganze Zahlen, babel a 

unb b relative Primzahlen, fo fann ber Gleichung 

ax + by = с 
fets durch Werthe für x unb y genügt werben, die pofitive oder 
negative ganze Zahlen find. 

Sft а nicht pofitio, fo fann ед, unbefchadet ber Allgemeins 
heit, durch Multiplication der Gleihung mit — 1 pofitiv ges 
macht werden. Wir {ереп demnach a poſitiv und betrachten zus 
vörderft bie Gleichung 

ах F by = Le 
b unb c ап fid) abſolut gedacht. 
Aus ber Gleichung folgt 
ax р C — + у. 

(8 ift entweder c theilbar durch b oder nicht. Sft c theil- 
bar dur b, fo darf ftatt x jede durch b theilbare Зай, pofitiv 
oder negativ gefegt werden, und jedesmal liefert ax — c, burd) 
b dividirt, eine pofttive oder negative ganze Zahl für y, bie mit 
der für x gefegten Zahl, der Gleichung entfpricht. 

68 fei andererfeitd с nicht theilbar burd) b, und gemwähre 
dur b dividirt, den nächft fíeineren. Quotienten q und den Neft 
t. Nach bem vorigen Paragraphen befteht jedesmal eine, und 
nur eine Zahl h, Feiner af8 b, dergeftalt, daß ha durch b bivi; 
ИН, denfelben Neft г liefert. Der nächft fleineve Quotient zu 
ha: b fei 4. Dann ift 

ah — bq' +r 
c —bq +r 
ah — c = big — 9) 
odet, д = Lk gefebt, 
a) ah Æ bk = +c 
und eg erhellet, daß gunádjft bie ganzen Zahlen h unb k ber 
Gleichung entfprechen. Beftehen noch andere ganze Zahlen х” 


und y' welche bec Gleichung genügen, fo folgt, indem man die 
VWolff's Anal. n. Differ. Ste Aufl. 
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Gleichung а von ber 
ax F by = +c 
fubtrahirt 
a(x — h) = + b(y — k) 
b. В. её muß, ba b und a relative Primzahlen find, b ein Theis 
ler zu x — h fein. Dazu ift nur erforderlich, daß, unter n јере 
beliebige pofitioe ober negative ganze Zahl verſtanden 


x — h = nb 
oder 
x = nb +h 
‚gewonnen werde. Ueberhaupt alfo ift 
х = bn + h 


zu (eben, unter n Rul und jede pofitive oder negative ganze Zahl 
verftanden. Wir {ереп n — 1 ftatt n, welches zulaͤſſig iſt, da 
n jede ganze Zahl vorſtellt; dadurch entſteht 
х=(п—1)Ь-+Һ 
ober 
x = bn — (b — h) 
und еб ift gleichgültig, welcher der beiden Formen 
х = һа +4- Һ 
х = bn — (b — h) 


man fi bebiene; ift indef h z b — h, fo wähle man diejenige, 


welche den kleineren diefer Werthe enthält. 
Ziehen wir andererfeitd bie Form 
axrby=—c 
in Betracht, (o läft fid) арии fchließen wie zuvor; ftatt der 
Produftenreihe 
1-а, 2:а.... (Ь — 1)а 
ift aber bie 


(— 1)а, (— 2)а, (— 3)a .... — (b — f)a 
zu wählen, unb h negativ. Für x ergiebt fid) bie Form 
x = bn — h 


oder n -+ 1 Вон n fegend 
x = bn + 19 — h). 
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Beifpiele 
1) 3x — 8y — 19. 
c : b, bier 19:8 läßt den Жер r — 3. Unter den Produkten 
1’a, 2:a.... (b — 1)а 
bier alfo 
1:3, 2-3 .... 7:3 
ift еб das efte 1:3, welches durch 8 dividirt benfelben Neft 
г = 3 196. Daher ift h — up 


x = Bn + 1. 
Diefer Werth, fubftituirt in der vorgelegten Gleichung, liefert 
у = За — 2. 


Segt man Pott n Rull und die pofitiven ganzen Zahlen, fo ent- 
Beien für x bie Werthe 
1, 9, 17, 25, 33 .... 
dazu gehörend für y 
— 2,1, 4, 7,10.... 
und fest. man für n bie negativen ganzen Zahlen, fo ergeben 
fi) für x 
— 7, — 15, — 23 .... 
dazu für y 
— 5, — 8, —1t.... 
unb je zwei zufammengehörige Werthe, wie A B. 1 und — 2, 
oder 17 unb 4, oder — 7 unb — 5, beziehlich ftatt x ш? y 
geſetzt, entſprechen der Gleichung. 
2) 5x — 12у = 28. 
28 : 12 läft den Reſt 4, und unter den: Produkten 
1:5,2:5....1115 . 
aft 8.5 : 12 benfelben. Reft 4, alfo ift h = 8, unb 


х = 12n + 8 
Ober beffer, п — 1 ftatt n feßend, 

x = 12n — 4 
dann weiter y — 5n—4 


und diefe Formen liefern für x 
....— 16, — å, 8, 20, 32.... 
dazu gehörend für y 
.. — 9,—4,1, 6, 11.... 
3 5 
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3) 9x + 9y = — 37. 


Hier ift 
n=?2 
х = п — 2 
у = — (In + 3). 
4) 5x — De = — 37. 
п = — ? 
х — Ün — 2 
у =n + 3. 


$. 24. 


Die Auflöfung, welche wir im vorigen Paragraphen ent- 
widelt haben, laßt jid) vermittelt der Kettenbrüche бейет geftalten. 


Der Bruh 2 fiefere, in einen Kettenbruch verwandelt, 


den Bruh у: als ihm zuletzt (ober gunàdjft) vorangehenden 


Partialbruch. Dann ift entweder 
а) ax! — bei = + 4 





oder 

£) ax! — be = — 1. 
Go ift x! < b, unb füllt in Bezug auf die erfüllte Gleichung 
a) oder Ё) mit unferem Werth h zufammen: denn unter ben 
Werthen, welche Fleiner find al8 b, nämlich von 1 bis b — 1, 
бейем nur einer für h. Sn Bezug auf eine der Gleichungen 


ijt demnach 
1) x = bn +4 x! 

unb aus 

а (Ба + x!) — Ьу = + 1 

— ax! — by! 

folgt 

abn — by = — by! 
alfo 
Die Werthe 1) und 2) fubftituiren wir in y); unb еб wird 
entweder 


m. 
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д) a(bn - х) — Ь (ап 4 у) = +1 
oder 
€ a (bn + x) — b (ап + y) = — 1 
erfüllt werben. Löfen wir die Klammern, (o hebt fih abn unb 
е5 wird баг, daß die Erfüllung ihren Grund in bem Um- 
ftande Bat, daß entweder 
ф) ax! — Бу! = Ei 
oder 
A) ax! — by! = — 1. 
Sollte nun nicht -+ 1 oder — 1 fid) ergeben, fondem + c (0.8. 
fol ax — by gleid) - c fein), fo hätte man nur nöthig das 
fij erfüllende p) oder X) beziehlih mit + c oder Æ c zu multis 
pliciren; und benft man biefe Multiplication an х! und у! 000: 
zogen, fo erhellet, bag die Gleichung 
ах — be = + c 
erfüllt wird durch 
x — bn + cx! 
unb 
y = an + cy! 
während in bieden 9fuébrüden c, je nad) den Иш иен, ройНо 
oder negativ zu nehmen ift. 
Die Gleichung 
ax + be = + с 
m löſen, | man y = — y. 


Beifpiele 
1) 5x — 9x = — 37. 


2 ift gleich > unb e$ findet H 019 па®{ vorangehender 


x == 9n + (— 37)2 = 9n — 74 
у = n + (— 37) 1 = 5n — 37 


38 Bon den diophantifchen Gleichungen. 6. 24. 


oder indem man, um möglichft zu vereinfachen, n + 8 Hatt n fegt 
x = Jn — 2 1 
= n + 3. 
2) 5x + 9y = 37. 
Man fepe y — — y unb þat 
ox — 9у = 37 
, y! 2 
Denn, wie zuvor, "e = T weiter 
552-491--1 
demnach 
x = On + 37:2 = 9n + 74 
y = n + 37:1 = 5n + 37 
oder n — 8 ftatt n | ир 





x = 0n | 2 
у == Dn — 3 
und | у = — y = — n + З. 
3) Вх — Зу = 19. 
y 1 
Man findet и == 
Dann ift 
8:1—3:3— —1 
x = An — 19 = 3n + 2 
y — 8n — 57 — 8n — 1. 
4) 25x — 4y — — 36. 
y _ 1 
Man findet зг = E 
| 25:1 — 4:6 = +1 
х = dn — 36 
y — 25n — 216 
ober n + 9 ftatt n fegenb 
` x — An 
y = 25n +9. 


Man fiet Mer ben Gang der Auflöfung dadurch nicht ge; 
ftört, bag c theilbar ift durch b. Einfacher fommt man zur 
a" wenn man fofort An {ан x fegt unb y entwidelt. 
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Wir haben zu Anfange des $. 23 a und b als relative 
Primzahlen vorausgefegt. Hätten а und b einen gemeinfchaft- 
lichen Theiler, natürlich obne daß er in c ftedte, fo fonnte ber 
Gleichung 

ax + by = с 
nicht genügt werben bird) Werthe von x unb y, die ganze Zah- 
fen find. Denn еб würde, durch den gemeinfchaftlichen Theiler 
bivibirt, die Gleichung zur rechten Seite einen Bruch erhalten, 
unb bem fónnte bie zur Linfen fid) ergebende Summe nicht gleich ` 
_ werben durch ganze Zahlen, geſetzt {ай x und y. | 


$. 25. 


Wir fchreiten fort zu der Gleichung 
ах + by + cz = d 
in welder a, b, c, d ganze Zahlen vorftellen, um ihr zu genügen 
ритф Werthe von x, у, z, die ganze Zahlen find. 
(8 folgt 
ax + by = d — cz. 
Der Ausdruck d — cz ift eine ganze Zahl, welche ganze Zahl 
— für z mag gefegt werden. Sind daher а unb b relative Prims 
zahlen, fo ift fofort nad) Anleitung des vorigen Paragraphen 
x = bn + (d — cz)x! | 
| y = an + (d — сғ)у!. 
Etatt z unb n find пип Null und beliebige ganze Zahlen zu 
fegen. а — cz, welches die Stelle von c im vorigen Paras 
graphen vertritt, ift, wie dort, ро[ о ober negativ zu nehmen, je 
nachdem bie Umftände ед bedingen. 
Wenn a, b und d einen gemeinfchaftlichen Theiler t haben, 
der zugleich der größte Theiler zu a und b ift, fo {еве man 
z = tz 
dividire bie Gleichung 
ах + by = d — ctz 
durch t unb verfahre wie zuvor. 


Beifpiele. 
1) 2x — 9y + 112 = 15. 
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€$ ergiebt fid) 
| 2x — 9y = 15 — 11® 


y _ 1 
хї 4 
2:4 — 9:1 = — 1 


x = п — (15 — 11z)4 
у = 2n — (15 — 11z)°1. 
ba Bier mit — c zu multipliciren ift (flet mit bem Gntgegens 
gefegten von c). Um zu vereinfachen fegen wir n + 7 ай n, 
das liefert - 
x = On + 3 + 442 
у = 2n — 1 4+ 112 
z = 0, п = 0 liefert für x, y, 2 beziehlich 
ı V 1, 
z = 0, n = 1 liefert 12, 1, 
z = 1, n = 0 liefert 47, 10, 
z = 1, n = 1 liefert 56, 12, 
z = ?, n = 0 liefert 91, 21, 
и. {. 10., u.f w. 


2) 15x + 21у + 352 = 207. 
15, 21 und 207 haben ben Theiler З und er ift größter Theis 
(ec zu 15 unb 21. Wir fegen deshalb z = 3z' ferner y = 
— y unb erhalten - 
5x — 7y = 69 — 352 
y _ 8 
x 2 
5:3—0(2— +1 
x — 7n + (69 — 35253 
y = 5n + (69 — 352)? 


о = = 0 О 





oder 
x = 7n + 4 — 1052 
у = — n + 7 + 707 
z = 3. 
Die Erörterungen dieſes Paragraphen laffen fid) Leicht auf 
Gleichungen mit mehr al drei Unbelannten anwenden. 
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6. 26, 
Es find die Gleichungen 
ax + by + cz = d 
ax + by -+ e'z = g 
gegeben, in welchen die Coefficienten ganze Zahlen vorftellen, und 
еб follen die Werthe von x, y, z ermittelt werden, welche ganze 
Zahlen find und den Gleichungen genügen. 


C6 werde z eliminirt. Die fid) ergebende Gleichung hat 
die (orm 


ax + b"y = c". 
Aus ibt werde erhalten 
1) x = bin Lea 
2) y = аһ + с”у", 
Diefe Werthe in einer der urfprünglichen Gleichungen fuhftituirt, 
gewähren eine Gleichung von der Form 
a”z + b”n = c" 
Sft a" ein Theiler zu b" und c", fo gewinnt man burd) Divis 
fion ber Gíeidjung mit a" fofort die Form von z, während x 
unb y in 1) unb 2) vorliegen. Ift a” nicht Theiler zu b” und 
c", fo beitimme man aus der Gleichung 
3) z — b”n’ + с”21 
n = an’ + с”ш 
unb fubftituire in 1) unb 2) ben Werth von n; dadurch wers 


den bie Werthe von x unb y in п’ erhalten unb z liegt in 
3) vor. 


Beifpiele. 


1) 3x + 5y + 72 = 560 
9x + 25у + 492 = 2920. 
Man eliminire x und еб entfteht 
бу + 142 = 620 
9 ift Theiler au 620, deshalb ift 
7 — Эп 
und das giebt fofort 
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Diefe Werthe fubftituire man in ber erften Gleichung. Es entfteht 


Зх — 35n = — 60 
3 ift Theiler zu 60, alfo ift 
n = дп” 
unb dad giebt, 
x = 35n — 20 
und weiter In’ für n in den Werthen für y nnb 2 fegend 
y = 15n 
z — 124 — 42n’ 
oder, wenn man bie Marfe ald überfläffig unterbrüdt 
x = 35n — 20 
у = Län 
z == 124 — 42n. 


2) 3x + 5y + 7z = 307 
ox + у + 92 = 503. 
Man eliminire x; е8 entftebt 
2y + 4z = 13. 
Die Eoefficienten von y und z find nicht relative Primzahlen. 
Duch ganze Zahlen fann alfo diefer Gleichung nicht genügt 
werden, unb auch nicht den gegebenen Gleichungen. 
3) х + 2y + 32 = 25 
ox + y — 22 = 13. 


G8 entfteht 
17x + Ту = 89 - 
y _ 2 
0x 5 
17:2 — 7-5 = — 1 
x = 7n —89:2 = 7n — 3 
y = — y = — 17n + 5:89 = — 17n + 20 


und diefe Werthe in einer ber gegebenen Gleichungen fubftituirt 
liefern fofort 
z = 9n — 4. 
Hehnlih, wenn p Gleidjungen mit p + q linbefannteu 
vorliegen. _ 
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$. 27. 5 


Dem technifchen Zweck diefed Buches entfpricht еб nicht, bie 
berührten Gegenftände weiter und gründlich zu verfolgen; nur 
einige Andeutungen, die zuweilen fid) nügen laffen, mögen nod) 
Blag finden. 

$. 28. 

Aufgabe. Alle zufammengehörigen ganzen Zahlen zu ers 
mitteln, welche für x und y geíebt, einer Gleichung von ber 
Form 

ах? -bxy+cx+dy+f=0 
entfprechen, unter den Goefficienten ganze Zahlen verftanden. 

Aufloͤſ ung. Man entwickele y; es entſteht 





__ _ ах? Tex 4 f. 

у = bx--d ` 
Bezeichnet n eine ganze Zahl, welche für x gejept, den Duotien- 
im — * e H in eine ganze Zahl q übergehen läßt, fo 


find n und q zwei ganze Zahlen, welche beziehlich für х unb у ger 
fegt, der gegebenen Gleichung ёл ргефеп. Es fommt daher nur 
darauf an, alle ganzen Zahlen aufzufinden, welche für x gefept, 
diefen Quotienten zu einer ganzen Zahl machen. Man Бор 
mit dem Divifor in ben Dividend, während man jedes Glied 
der (id) ergebenden Summe durch 049 Glied bx beftimmt; das 
durch entfteht 

_ ах? сх ғ а bc — ad Беа — ad? — b?f 


= — —X 








— bx--d Ь be b? (bx +d) 
bcd — ad? — b?f 
_ —а5х — be + ad + — bx 14 
— E 


Nun erhellet, daß alle ganzen Zahlen, welche, für x gefebt, 

2 
den Ouotienten — zu einer ganzen Zahl machen, 
enthalten find unter denjenigen ganzen Zahlen, welche, für x де; 


bed — ad? — b?f 
bp. ben. Quotlenten — hd in eine ganze Zahl 
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übergehen Гаеп. Die verlangten Werthe von x wird man daher 

finden, wenn man zunächft alle ganzen Zahlen ermittelt, welche 

. А bed — ad? — b?f 

für x gefebt, ben Quotienten — bx jd ime ganen 

Zahl machen, und unter diefen wiederum diejenigen ausfucht, für 
2 

welche ber Duotient — on zu einer ganzen Zahl 


2 
wird. Der Duo 20 — А2 LT bezeichnet eine ganze 
Zahl, fobald ber Divifor ein Theiler zum Dividend ift. Man 
fuche daher alle Theiler t, t’, 67.... des Dividenden bed — ad? 
— b?f, {ефе den Divifor bx + d gleih t und gleid) — t, 
gleich t und gleich — u. f. f., und entwidele aus jeder von 
den Gleichungen, welche hierdurch erhalten werden, ben Unbes 
fannten x. ür x Tonnen fid) ganze пи? gebrochene Zahlen er- 
geben. Die gebrochenen entfprechen der Aufgabe nicht. Unter 
ben ganzen find, wie ſchon erwähnt, diejenigen audzufuchen, welche 
2 . 

ben Quotienten — EA in eine ganze Zahl übers 
gehen laffen; unb bie ganzen Zahlen, in welche bicfer Quotient 
übergeht, find bie verlangten Werthe von y, zu denen einzeln bie 
MWerthe von x gehören, welche fie hervorbrachten. 


Beifpiel. 


Alle zufammengehörigen ganzen Zahlen zu finden, welche 
Вой x unb y gefeßt, ber Gleichung 
9х? -- Зху — Зу + 7 = 0 





genügen. 
Man entwidele y, unb еб entftebt 
92x? 4-7 
| У = 3х — 35 
. oder wenn man bibibirt 
| _ 5x 175 6188 
ул 9  9(x—35 
1 6188 
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Sept find alle Theiler zu 6188 aufjufudjen. Diefe zu finden, 

ermittele man зипаф bie einfachen Faktoren, unb e$ ijt 
6188 = 1: 2-2: 7-13 17. 

Die übrigen Theiler zu 6183 werben erhalten, wenn man alle 

. möglichen Produfte aus je zweien, je dreien, je vieren ber eins 

fachen Theiler entwidelt. Und еб ergeben fid) die nicht einfachen 


Theiler 


2:2— 4 2:17:19 = 182 

2-7 = 14 2.7.17 = 238 
2:13 = 20 2:13:17 = 442 

2-17 — 34 7:13:17 — 1547 
7:13— 91 2:2*:7:13 = 364 

7-17 = 119 2:27:17 = 476 
13 - 17 = 221 2:2:13:17 = 884 
2:2: 7 = 28 2:17:13: 17 = 3094 
2:2:13— 52 2:2 -7- 13-17 = 6188 
2.217 — 68 


Den Divifor 3x — 35 fege man gleich einem jeden von ben 
Faktoren zu 6188, fowohl während der Faktor pofito, 019 wäh- 
rend er negativ genommen ift. Aus jeder der entftehenden 
Gleichungen entwidele man х; ergiebt fid) für х. eine ganze Zahl, 
fo fege man diefelbe {ан x in dem Quotienten 
ox? +7 

" 83x — 35 
unb geht aud) biefer in eine ganze Zahl über, fo find biefe ganze 
Zahl und jene für x geíegte zwei zufammengehörige Zahlen, 
welche beziehlich für y und x geíept, ber gegebenen Gleichung 
entiprechen. 

Man fepe alfo 


3x — 35 = 1 
daraus folgt 
x — 12 
, 2 
unb fubftituirt man 12 бай x in bem Quotienten — +], 


welcher y ausbrüdt, fo entſteht 
у = — 727. 


~ 
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Es find bemnad) x = 12 unb y — — 727 ein Baar zuſam⸗ 
mengehöriger Werthe, wie fie verlangt wurden. 
Man fege ferner | 


3x — 35 = — 1 
daraus ift х == =. 
Diefer Werth ift unbrauchbar. 

Aus 3x — 35 = 2 
folgt х = ч 
welches ebenfalls unbrauchbar ijt. 

Aus Зх — 35 = — 2 
entfteht x — 11. 


2 7 
Für x = 11 ity = — 3: = 306. 


Und еб find x — 11 unb у = 306 wiederum zwei verlangte 


Werthe. 
Aus 3x — 35 = 7 

ergiebt fid) x — 14 

unb dazu fommt y — — 141. 
Aus Зх — 35 = — 7 

folgt х = = 

welches unbrauchbar ift. 
3x — 35 — 13 liefert x = 16, y — — 99. 
Зх — 35 = — 13 liefert feine brauchbaren Werthe. 
Зх — 35 = 17 liefert undbrauchbare Werthe. 
3x — 35 = — 17 giebt x = 6, y = 11. 
3x — 35 = 4 giebt x = 13, y = — 213. 
Зх — 35 = — 4 ift unbrauchbar. 
3x — 35 — 14 ebenfalle. 
Зх — 35 = — 14 giebt x = 7, y = 18. 
Зх — 35 = 26 ЇЇ unbrauchbar. 
3x — 35 = — 26 giebt х = 3, у = 2. 


uff uff 
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6. 29. 

Aufgaben. 1) Die zufammengehörigen ganzen oder ges 
brochenen Zahlen anzugeben, welche ftatt x unb y gefeßt, einer 
Gleichung von der Form 

a?x? + bx + c = y? 
deren Coefficienten ganze oder gebrochene Zahlen find, entfprechen. 

Auflöfung Man fepe 
y=ax+h 
und fubftituire diefen Werth in bie gegebene Gleichung; das 
liefert 
a?x? + bx + c = a?x? + 2ahx + h? 
oder bx + с = 2ahx + h?. 
2 

Hieraus folgt x — ELS 
Und wenn man in bem фе 9[uóbrud Дай h irgend eine 
ganze oder gebrochene Zahl fegt, [o liefert er jedesmal einen ver- 
langten Werth von x, unb ber dazu gehörige von y ift dann 
ах -+ h. 


3. 9. Ax? + 3x — 12 — y? 
Mer ift a = 2, b = 3, c = — 12, alfo 
„+12 
3 — áh 
unb y — 2x +h. 
Cet man h gíeid) Rull, fo ift x — 4 unb y = 8; fegt man 
h = — 1, fo ift x — 12 unb у=? u. f. w. 


2) Die zufammengehörigen ganzen oder gebrochenen Zahlen 
anzugeben, welche ан x und у gefegt, einer Gleichung von bet 
Form 

ax? + bx + c? = y? 
deren Coefficienten ganze oder gebrochene Zahlen find, entfprechen. 
Auflöfung. Dan fege 
y=c-+klx 
und fubftituire biefen Werth in die gegebene Gleichung. Es entfteht 
ax? + bx + c? = c? + 2chx + h?x? 
Oder ax + b. = 2ch + h?x. 
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. 261 — b 
Hieraus folgt х = р: 
Und diefer Ausdrud giebt verlangte Werthe von x, wenn man 
Ва h beliebige ganze oder gebrochene Zahlen fegt, während bie 
Werthe von y dann іп с + hx erhalten werben. 

3) Die zufammengehörigen ganzen oder gebrochenen Zahlen 
anzugeben, welche Patt x unb y gefegt, einer Gleichung von der 
Form 





ax? + bx + с = 
genügen, vorauégefept, daß bie Summe ax? + bx + c ín ein 
Produft (nx + q) (rx + v) zerlegt werden fónne, in welchem 
bie 9luóbrüde n, 4, r, v ganze oder gebrochene Zahlen find. 
Auflöfung Die Gleiung ax? + bx + c = y? ift 
wegen ber Böraudfegung, daß ax? + bx + c = (nx + q) 
(rx + v), gleichbedeutend mit der 
(пх + Ф) бх + v) = y?. 
Man fepe 
= h(nx + q) 
und fubftituire elen Ausdrud in der vorigen Gleichung. Das 
liefert | 
(nx Lait + v) = h? (nx + q)? 





oder rx +v = h?nx + h?q. 
А h?q — y а 
Hieraus folgt х = 5. 


Diefer иботи giebt bie Werthe von х, wenn шап flatt h be; 
liebige ganze oder gebrochene Zahlen fegt, und das zu jedem x 
gehörige y wird erhalten in h (nx + д). 

3. B. 6x? + 23x + 20 = y?. 
Die Summe 6x? + 23x + 20 in Faktoren zu zerlegen, fege man 


6x? + 23x +20 = 6 (xs + 22 +2) 


und zerlege die Summe x? + 2 x + 2 in Faktoren. Man 
23 20 ` ( 5 ) ( 5) 
findet x!togxtg-— x 1-р x cb. 
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alfo ift 
6x? 23x 4-20 = 6(<+2)(«+3) = (2x +5) (3x +4). 


Statt der gegebenen Gleichung darf man daher {ереп 
(2x + 5) (Зх -Е 4) = y?. 
Nach der обесп Auflöfung ift 


| 9h? — 4 | | 
8 — 22 
und dabei у == һ (2х + 5). 
Segt man nun h = 1, fo ergiebt fih x = 1 unb y = 7; fegt 
man h —2, fo wird x — 7 und у= 8 it. f. f. 


(8 ift übrigens nicht jedesmal möglich, rationale Werthe 
für x unb y anzugeben, welche einer Gleichung von ber Worm 
ax? + bx + c = у? 
genügen. ‚ 
6. 30. 


Wenn für eine Gleichung, welche bie Form 
ах? + bx + c =y? 
þat, ein Paar zufammengehörige Werthe n und q von x umb y 
. ermittelt find, laffen fid) beliebig viele andere zufammengehörige 
Werthe folgendermaßen finden: 

Man fege jeden ber übrigen Werthe von x gleid) n +z, 
jeden ber übrigen Werthe von y gleich q + hz, und fubftituire 
diefe Ausdrüde in der gegebenen Gleichung. 09 entfteht 

a(n + 2)? + b(n + z) + с = (q + hz)? 
oder 
an? + 2anz + az? -]- bn + bz +- c = 42 + 2hqz + h?z?. 
Wegen der Vorausſetzung, daß n und q zuſammengehoͤrige Werthe 
ber gegebenen Gleichung find, ift 
an? + bn + c = q?. 
Dieſe Gleichung werde von ber vorigen ſubtrahirt; das liefert 
2anz + az? + bz = 2hqz + h?z? 
oder Durch 7 dividirt 
дап + az + b = 2hq + h?z. 
Wolff's Anal. и. Differ. Ste Aufl. 
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2hq — 2an — b 
Hieraus folgt | 2 = аы ^ 


Run ift aber x=n +2 
ober für z den Werth gefegt 
2hq — an — h?n — b 





X = 


| а — h2 
unb у =q + hz 
oe __ ач + h?q — 2ahn — bh 
а — һ? 
$. 3l. 


Aufgabe. Die zufammengehörigen ganzen oder gebrode: 
nen Zahlen anzugeben, welche für x und у gefeßt, einer Gleichung 
von ber Worm l 

ax? + bx + c = dy? + fy 
genügen, unter der Vorausſetzung, daß die Coefficienten dieſer 
Gleichung ganze oder gebrochene Zahlen find. 

Auflöſung. Man entwidele einen der Unbekannten aus 

der Gleichung, etwa y; und еб сн єр 

__ — f+ Y4adx? + 4bdx + 4ed + нэ 

i 2d 
Der Ausdruck für y ift rational, b. b. bezeichnet eine ganze oder ` 
eine gebrochene Zahl, {оба bie Wurzel, welche er enthält, ratio- 
nal ijt, b. B. bie Summe, welche ihren Jtabicanben bildet, das 
Quadrat irgend einet ganzen oder gebrochenen Zahl z ausmacht. 
Man ermittele daher nach $. 29 bie ganzen und gebrochenen Зар» 
len, welche für x und z gefeßt, der Gleichung 

dadx? + dbdx + 4са + f? = 22 

entfprechen und man erhält die verlangten Werthe von х; bie 
— #2 


dazu gehörenden von y find dann gleich 2d 





6. 32. | 
Aufgabe. Die ganzen Zahlen anzugeben, welche ftatt x, 
y und 2 деер, ber Gleichung 
| x? + y?—2 
genügen. ` 
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Auflöfung Es ift (a — b)? + dab = (a + b)?. - Man 
{фе a = p?, b = q?, und man hat 


(p? — q?)? + (2pq)? — (p? + q?)?. 


Wird daher x = p? — q? 
y = ?pq 
z — р? +q? 


genommen, unter p unb q ganze Zahlen verftauden, fo erhält 
man für x, y und z ganze Zahlen, welche der gegebenen Gleichung 
entfprechen. | 

її p = 2 unb q = 1 ее A B. x = 3, y = A, 
z = 5; für p = 3 unb q = d М x = 5, y = £2, 
z = 13 u. f. f. 

€inb übrigens c, d, g drei Zahlen, fo daß c? + d? = g?, 
fo ift, unter n irgend eine Zahl verftanden, auch (nc)? -+ (nd)? 
= (ng)?, denn aus c? + d? = g? folgt n?c? + n?d? 
= n?g*. 

Aehnlich loft fih bie Aufgabe, für x, y, z ganze Zahlen 
anzugeben, welche der Gleichung 

x? — y? — 2? 

entfprechen. 


Mebungen und Praktifches. 


$. 33. 


1): Die Zahl 100 in zwei Theile zu zerlegen, von denen ber 
eine durch 7, der andere durch 11 theilbar ift. 
. Die Theile find 56 und 44. 

2) Die Zahl 100 in zwei Theile zu theilen, von тов фен ber 
eine durch 5 bivibirt. 2 zum Reſt läßt, der andere durch 7 
dividirt den Reſt A liefert. 

Die Theile find 82 unb 18, ober 47 unb 53, oder 12 
und 88. 
8) Welche Zahlen find durch 9 theilbar und laffen durch 14 


dividirt 8 zum Reſt? 
A* 


52- 


4) 


3) 


6) 


1) 


Bon een diophantifchen Gleichungen. 6. 33. 


Die Zahlen 36, 162, 288 u. f. w.; überhaupt alle Zah- 
len von ber Form 126h + 36, oder von ber Form 
126h — 90. Beide Formen liefern biefelben Zahlen. Die 
legte Form entfteht aus ber erften, wenn man h— 1 ай 
h fegt, bie erfte aus der legten, wenn h+1 ftatt h gefegt 
wird. Das Segen von h- 1 фан h ift zuläffig, weil 
h=1 immer eine ganze Zahl ift, fo lange h eine ganze 
Zahl vworftellt. Dean fónnte noch andere Formen bilden, 
welche diefelben Zahlen liefern, dadurch, daß man h Æ p 
Йан h fegt, unter p eine ganze Zahl verftanben. Man 
wird aber ber einfachiten Form den Vorzug geben, und das 


dft diejenige, in welcher ber Ausdruck, der nicht mit h multi 


plicirt ift, nicht bie Hälfte des Coefficienten von h überfteigt. 
In dem vorliegenden Beifpiel ift 126h + 36 die einfachfte 
Jorm. | 
Welche Zahlen laffen durch 39 dividirt 16, unb durch 56 
dividirt 27 zum Ref? 

Ale Zahlen von ber Form 2184h — 1037, ale ;. 9. 
1147, 3331, 515 7699 u. f. f. 


Den Bruh 333. als Cumme zweier Brüche auszudrüden, 


von welchen der eine 7, der andere 11 zum Nenner hat. 
en 230 5 25 12 14 19 3 

es it = ттптт тг 
Welche Zahlen laffen burdj 3, 7 unb 10 dividirt beziehlich 
bie Refte 2, 3 und 9? 

Alle Zahlen von ber Form 59 + 210h. 3. B. 59, 269, 
419, 689 u. f. f. - 
Man fol alle durch 7 theilbaren Zahlen angeben, welche 
durch 5, 6 und 8 dividirt, beziehlich 3, 1 und 5 zum Reſt 
laſſen. 

Die Zahlen ſind 133, 973, 1813, 2653 u. f. w., näm- 


| fid) alle von ber Form 133 + 840h. 


8) 


Jemand hat dreierlei Silber, nämlich 14löthiges, 11löthiges 
unb Ylöthiged; er bedarf 30 Mark 12löthigen Silbers; wie 
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: 10) 


11) 


12) 


fónnen aus jenen Eilberforten diefe 30 Mart 12löthigen ` 
Eilberd gemifcht werden? 

Es find 10, 12, 14, 16 oder 18 Mark vom 14löthigen 
Silber zu legiren, beziehlich mit 20, 15, 10, 5 oder 0 Mart 
vom 11löthigen und beziehlich mit 0, 3, 6, 9 oder 12 Marf 
vom Hlöthigen. 

Die Summe zweier Zahlen addirt zu ihrem Probutt giebt 
79, welche Zahlen find das? 

O unb 79, ober 1 und 39, oder 3 und 19, oder 4 und 
15, oder 7 und 9. 

Die Summe zweier Zahlen fol gleich fein dem SBrobuft 
derfelben; was für Zahlen find das? 

h und ЕС 3. B. 2 und 2, З und 2. 

1 1 : 
u. f. Ё; F und — 1, 3 unb — — u f.f, u ſ. f. 


Die Summe zweier Zahlen verhält » zu bem Produkt der 
Zahlen wie n: oa: was für Zahlen find das? 


hund 


4 


4 und o 





nh — q ` 
Für welche Werthe von x unb y wird die Summe a?x? + cy? 
zu einem Quadrat ? 
Für x — (c — 1)h unb y = 2ah; aud) für x — ch? —h,? 
und у = 2ahh,. Die fegtern 9fu&brüde find allgemeiner. 
Man {ере a?x? -+ cy? = (ах-|-п)? —a?x? Liens +n? 


unb eg folgt у? = 2х En, 
Damit ber legte Ausdruck ein Quadrat werde, fege man 
(o Зах-рп _ 
6 
(е Dn 
daraus ift x — 7* 
oder, wenn man lieber n = 2ah ſetzt, 
x = (c — 1)h 


unb bann y — 2ah. 


94 


13) 


Bon deu diophantiſchen Gleichungen. 6. 33. 


Die allgemeinern Ausdrücke zu erhalten, fchlage man zunächft 
denfelben Weg ein, {еде bann aber 


2ax +n ` A, 
e Ы?" 
ch? — h,? 





—n 


Hieraus folgt х = Zah, 


unb wenn man lieber n — аһ, 2 fegt 
х = ch? — h,?. 


Es ift aber y? = +2, 
h? 
oder y? — KC: n? 
alfo y — on 
1 
unb wird für n ber obere Werth, nämlich 2ah,? gefegt, 
fo folgt у= 2ahh T 


Für welche Werthe von x unb у wird a?x? + bxy + cy? 
gi einem Quadrat? 

Für x =h? — c unb y = b — 2ah; aud) für 
x = h? — ch,? unb y = bh,? — 2ahh,. 


Man fege 
a?x? + bxy + cy? = (ex + hy)? 
== a?x? + 2ahxy + h?y? 
fo folgt bx + cy = 2ahx + h?y 
x= Q —oy 
b — 2ah 
Sept [ege man y = b — 2ah 
bann ift x = h? — c. 
WIN man bie allgemeineren Ausdrücke bilden, fo fege 
man h = re dann folgt 
(3-9) 
„a7 


b — 2a Р. 
q 
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oder Zähler unb Renner mit q? ши шр 
x — (P^ — aD y 
bq? — 2apq ` 
Hier [ege шап y = bq? — 2apq 
bann ijt x = p? — сф? 


14) 


unb wenn man nod) h ftatt р unb h, (ай q fchreibt, fo 
entitehn bie обесп Ausdruͤcke. 


Welche Reſte Tonnen bleiben, wenn man eine ganze Zahl, 
bie ein Quadrat ift, durch 3, 4, 5 u. f. w. dividirt? 

Die Divifion durch 3 geht entweder auf, ober e8 bleibt 1 
als Ret. Die Divifion durch 4 geht ebenfalls entweder 
auf, ober laßt 1 019 Reſt. Bei der Divifion durch 5 fön- 
nen nur 0, 1, 4 fih ald Refte ergeben. Die ере für 6 
find 0, 1, 3, 4; die für 7 find 0, 1, 2, 4; die für 8 find 
0, 1, 4: и. f. f. 

Sede ganze Zahl ift entweder durch З theilbar, oder fie 
laft durch 3 dividirt ben Эй 1, oder den Ke 2. Jede 
ganze Zahl Bat demnach eine der drei Formen 

3h, 3h + 1, 3h + 2. 

Werden alle ganzen Zahlen quabrirt, fo entftehen alle Quas 
brate, die ganze Zahlen find. Зере ganze Zahl, bie ein 
Quadrat ift, muß daher von einer derjenigen drei Formen 
fein, welche hervorgehen, wenn man die” vorftehenden drei 
Formen quadrirt. Die Quadrate der vorftehenden drei For- 
men find 

9h?, 9h? + 6h -+ 1, 9h? + 12h +4. 
Hat nun eine ganze Duadratzahl bie erfte Form, fo ift fie 
durch З theilbar, ift fie von einer ber beiden anderen Fors 
men, fo laßt fie durch 3 dividirt 1 zum Reſt. Denn ед ift ja 

9h? — 3. 3h? 
9h? + 6h + 1 = 3(3h? + 25) +1 

9h? + 12h + 4 = 3 (3h? L 4h +H 1) 4- 1. 
Hieraus erhellet, daß eine ganze Quadratzahl entweder durch 
З theilbar ift oder durch 3 dividirt ben 9teft 1 läßt, aber 
niemals durch 3 dividirt 2 zum Reft liefert. Berner erſieht 
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fich, daß eine Quadratzahl, welche durch 3 theilbar ift, auch 
9 zum Theiler hat. | 
Wir wollen nod) darthun, daß ein Quadrat, welches eine 
ganze Zahl ijt, burd) 5 bivibitt, einen der tefte 0, 1, 4 
laffen muß. Das Verfahren für Unterfuchungen ähnlicher 
Art wird dann leicht zu abftrahiren fein. 
Зере ganze Zahl läßt, durch 5 dividirt, einen ber Nefte 
. 0, 1, 2, 3, 4, hat daher eine der Formen 
5h, 5h -- 1, 5h -- 2, 5h+3, 514-4. 
Wenn wir diefe Formen quabrirem, quadriren wir alle gans 
zen Zahlen, erhalten alfo alle Quadrate, welche ganze Zahlen 
find, und deshalb muß eine ganze Duadratzahl jedesmal ` 
von einer der nachftehenden Formen fein 
25h? 
25h? + 10h + | 
25h? + 20h + 4 
25h? + 30h + 9 
25h? + 40h + 16. 
Diefe Formen geben burdj 5 bipibirt ber Reihe nach vie 
Rete 0, 1, 4, 4, 1. Mfo liefert eine gane Duadratzahl 
durch 5 мой feine anderen tefte als 0, 1 ober 4. 
15) Welche Reſte können fid) ergeben, wenn eine ganze Zahl, 
bie ein Rubus ift, durch 7, 8, 9 bivibirt wird? 
Bei ber Divifion burg 7 die Жее 0, 1, 6; bei der 
durch 8 bie Reſte 0, 1, 3, 5, 7; bei 9 die Ste 0, 1, 8. 


Drittes Kapitel. 


Bon den Binomial-Eoefficienten. 


6. 34. 


Das Produft 1-2-3-4....n, deffen Faktoren bie n erften 
Zahlen der Zahlenreihe find, heißt bie Fakultät von n, unb 
wird bezeichnet durch 


"a 


n! 


6. 34. 35. Bon den Binomial-Goefficienten. 57 


Das Zeichen n! wird gelefen: n Fakultät 
Es ijt 
21—1.2—2 
31--1-2-3--6 
41--1-2-3-4--24 
5!— 1.2.3.4.5 = 120 u. f. f. 
Statt 1 fegt man zuweilen 1!, der Analogie gemäß. 
Der Faktor 1 ift überflüffig. Man behält ihn indef, weil 
n! mit ifm n Faktoren Hat, außerdem wegen ber allgemeinern 
Bedeutung ber аиа. ine Fakultät im weitern Einne ift 
namlich ein PBroduft von ber Form 


a-(a + d)(a + 2d) (a +- 3d) .... 
Die oben erflärte Fakultät entfteht анд biejer, wenn fowohl a ale 


d gleid) 1 if. Wir bedürfen der Fakultät nur in bec zuerft ges 
gebenen befchränften Bedeutung. 


$. 35. 


Unter bem nten Binomial- Coefficienten auð einer Zahl a 
verftehen wir реп SOuotienten, welcher zum Dividend ein Produft 
von n Faftoren hat, von denen ber erfte a, jeder folgende aber 
gleich bem vorhergehenden weniger 1 ift, und deffen Nenner in 
der Fakultät von n beftebt. Die Zahl a ift beliebig, bie Zahl n 
nothwendig eine pofltive ganze Zahl. 

Der nte Binomial: Coefficient ang der Zahl a wird bes 

zeichnet durch 
. аһ. 

Dad Zeichen an wird gelefen: а mit bem Zeiger n, 
a Zeiger n, oder a tief п. Der Ausdruck a heißt fchlechthin 
tie Zahl, ber Auddruf n der Zeiger. | Ä 


Es ift z. B 
12-11-10-9 ` Aas 
12, = -72:34 = 7 
в, = 9:76. 56 
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(2), EE EE 


у 58-36 36-96 











4]. — 51 — 
_ 3 (— 1) (— 5) (— 9. (— 13) — 117 
m 5145 — 8192 
a-(a— 1) 
27 21 
| а. (а — 1): (а — 2) 
8, == 3! 
a · (a — 1): (а — 2) (a — 3) | 
хаан илийн 
a a 8:(a — 1): (a — 2): (a — 3) .... EAR 
по n! ` 


Man ift-übereingefommen, Differenzen, welche ald Faktoren 
реб Dividenden ober be8 Divifors eines Binomial-Eoefficienten 
vorkommen, nicht in Klammern zu fchließen. 3. B. 

„— 2:8 15а — 25а — 3 ..... a— (п — 1) 
шин п! ` 

Da ber erfte Faktor des Dividenden von an gleich a ijt, 
der zweite gíeid) a — 1, der dritte gleid) a — 2, u. f. f., fo ift 
der fiebente gleich а — 6, der zehnte gleih а — 9, allgemein ber 
nte Faktor afeid) a — (n — 1) oder glei) a—n-+ 1. Die 
möge man für die Folge bemerfen. So ift 4. B. der (x + pte 
Faktor ded Dividenden von a, gíei a — (ху — 1) bet 
(а + Dfte Faktor gleid а — (a +1 — 1) = 0 u. dergl. m. 


Der Analogie gemäß ift a, = т = a. 


$. 36. 


(66 ift а, = 1. 
Denn e8 ift 
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аа — 1:8 — 2....а — (a — 2). a — (a — 1) 


a! 
а.а — 1:a—2..... 2.1 
1-2............. а-1-а 


| Der Binomial:Coefficient a. fann nur vorfommen, während 
a eine pofitive ganze Zahl ift. 

Dad Zeichen an wird in den folgenden Kapiteln кн 

auch in anderer Bedeutung gebraucht werden. 
6. 37. 

Ein Binomial-Eoefficient aus einer pofitiven ganzen Zahl a 
ift gleih Null, {оба der Zeiger n größer ift, ald die Zahl a. 

Da n größer 016 a ift, und dabei eine ganze Zahl, fo fann 
n nicht fíeinet fein ад a+ 1. Der Dividend von а, hat 
alfo wenigſtens + 1 Faktoren. Der (а + 1)ffe Faktor ift 
а — (а + 1 — 1), und das ift 0. Deshalb ift. ber Dividend 
von a, gleich 0, fomit an felbft. 


бо ift }. B. 3, = 0. 
Denn eð ift 
3.2.1.0. — 1 
I, = =. 
8. 38. 


Es ift an niemald gleich Null, wenn a eine gebrochene ober 
eine negative Zahl vorftellt. 

Ein Binomial: Coefficient ift nur dann gleich Nul, wenn 
fein Dividend einen Faktor enthält, welcher Null ift. Der erfte 
der Baftoren des Dividends von an ift a, jeder von реп übrigen 
hat bie Form a — 2, unter z eine pofitive ganze Zahl verftans 
den. Der Ausdruck a— 2 ift aber niemald Nul, fo lange a 
eine gebrochene ober eine negative Zahl ift, und z eine ganze 
pofitive. 

6. 39. 

Zwei Binomial- Coefficienten aus berfelben Zahl find eins 

“ander gleich, wenn die Summe ihrer Zeiger gleich ift der Zahl. 


(56 ift 
› T 


Га! = (p + 9». 
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Man denfe bie Faktoren ооп (р + q)! in folgender Ordnung 
(p -- 9 (p 9 —– 1) (p4- 4 — 2)...... 2:1 
unb Bebe ben links ſtehenden Quotienten burg al. Im Zähler, 
bet p +q байосе enthält, bleiben alsdann p Faktoren, von 
welchen der erfte p + q, und jeder folgende um 1 feiner als 
ber ihm vorangehende ift; im Nenner bleibt pl. Der links ftebenbe 
Quotient geht bemnad) über іп (р + 9). 
Andererfeits ift 
2) еа == (р + Qa- 
welche⸗ erhellet, wenn man den links ſtehenden Duotienten durch 
p! hebt. 
Aus 1) und 2) folgt 
(р + 9» — (p 4-9, 
unb das ift das Geſetz. 


Wir fegen p+tqg=a 
jo ift q—a—p 
unb jubftituiren in ber gewonnenen Formel; 68 entfteht 
` ap = Ba—p 
oder, wenn man аі реб Buchftaben p lieber n [еМ 
an — а, 2 


unb diefe Formel fpricht daſſelbe Geſetz aus. 
Der Sag erheifcht natürlich daß a eine pofitive ganze Зай» 
fei. Er wird mit Bortheil angewendet, fobald der Zeiger größer 
ift als bie Hälfte der Zahl. 3. B. 
12, — 12, 
5, = 
10, — 10, 
9. == 9, 
$. 40. 


Es ift, unter a unb b beliebige Zahlen verftanber, 
(а + b), = an + an—ı b + 84-2 b, + 84-3 b, 4-.... 
+ a,bn—3 + a, bas + aba 1 + b. 
Suvórberft werde bemerft, daß (а + bit im Zähler wie 
im Nenner einen Faftor mehr hat, ald (а + bi, ЭЕ х Faktor 


\ 
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ift ber (9 + fte, alfo im Zähler a + b — q, im Nenner q + 1. 
Demnach ift 

a+b— 
(a + b), - q a+ m 


Angenommen nun, еб fei 
(a + b), = a, + 84-1 b + aqe 0, F 8475 b; +... + b, 
fo ift nach bem Vorbemerften 


= (a + Ын. 











(а + Б) = (а, + 8471 4... + bai: ED 
Es ift aber: 
a+b—-q a—q,b 1 
SES legt AR dE EE 
2 -4411, q ,b-l 2 
© qg q+ 1 2 qd 
zat? ai 0—28 
q—1 9+1 3 qi 
—3—4t-39—2,b—3,4 
4-2 а-! 4 att 


"vi FI qf 
=i tari 
Mit diefen Ausdrüden der Reihe nach multiplicire man bie oben 


tingefíammerten Glieder beziehlich der Reihe nad) und еб entfteht, 
das Vorbemerkte beachtend, 


Bon ten Binomial: Gvefficienten. €. 40. 


62 


(a + b)i = аы + а,Ь. 


1 
4-1 
Ч 





alfo wenn man аб: 


894.1 + agb-]-a4 Ab. + 84-2 b, + ... + ab, +01. 


(а 0) а = 


\ 
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9049 wir oben im Wege der Annahme für (а + b), ge 
fegt hatten entfpricht dem aufgeftellten, zu beweiſenden Gefeb. 
Das hier erlangte Ergebniß für (а + bit: entfpricht gleichfalls 
dem (еер. Wäre nun richtig, was wir für (a + b), в ері 
haben, fo wäre auch richtig, was fid) für (a -+ bi ergeben 
Dat; b. f. gilt dad Geſetz für irgend einen Zeiger, fo gilt еб für 
den folgenden um 1 größeren, bann, weil еб für Реп gilt, 
wiederum für ben folgenden u. f. f- Es ift aber 

(а +b) =a+b=a, +b, 
Dies enfpricht bem Geſetz; alfo gilt еб für den Zeiger 1, und 
dann weiter für alle größeren. 


6. 41. 


Es ift, unter a eine beliebige Zahl verftanben, 
An + &n—1 — (a + 1). 

Sin der Formel liegt: 

1) Die Summe zweier Binomial:Eoefficienten, welche einerlei 
Zahlen haben, und deren Zeiger um 1 verſchieden find, ijt gleich 
dem Binomial:Eovefficienten, deffen Zahl um 1 größer ift, als bie 
Zahl jener Binomial- Coefficienten, und beffen Zeiger der größere 
von den Zeigern jener ijt. 

2) Jeder Binomial-Eoefficient läßt fid) wiedergeben durch bie 
Cumme zweier Binomial-Eoefficienten, von welchen jeder bie um 
1 verminderte Zahl des erften zur Zahl, und der eine den Zeiger 
des erften, der andere ben um 1 verminderten Zeiger des ers 
ften hat. 

Das Фејер entfpringt fofort aus bem vorigen Paragraphen, 
wenn man dort 1 ftatt b fegt und beachtet, daß паф 9. 37 — 
b, = 0 ift, wenn b eine ganze Zahl vorſtellt und n größer ift 
als b. 

Sept man oben n+ 1 (айн, fo erhält bie Formel bie 
gfeichbedeutende Geftalt 


аһ: + аһ = (a + 0+. 
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Beifpiele, 
TU T? 
(3), (8), =, 
(— 5), 4 09. -—(—4, 

12, — 11, +11, 


At — 
27, T 2/, \2/` 
6. 42. 
(8 it ay = 1, für jeden Werth von a. 
Nach bem vorftehenden Paragraphen ift a, + aı-ı =(a+1), 
oder a + а =a + 1, fofglid) a, = 1. 
| 6. 43. 


Es ift, unter a eine beliebige Zahl verftanden, 
(a + Da+ı == аһ — (а — 1), + (а — 2), + (a — Zu +... 
+ (a — q)n + (а — Yıtı- 
Die Anzahl ber rechts ftehenden Glieder ift q + 2, und еб darf 
q beliebig groß genommen werben. 
Nah $. Al ift 
(a + 1)n41 — аһ + anti 
8541 = (a — 1), + (а — 1) 
(a — 1)-ы = (а — 2), + (а — 2), 
(а — 2) р: = (a — 3), + (à — äh 
u. f.f., unb wenn man in ber erften Gleichung Datt а. ben 
Werth aus der zweiten Gleichung fegt, bann wieder für (а— 1), 
den Werth aus der dritten Gleichung (шб ай u. f. f., entftebt 
nad) einander | 
(а + Ю-ы = an + (a — 1) + (a — Б-+н 
(a+ (hus an + (a — On + (a —2). + (a— 2) 
(а + 1)»-ы == an + (a — 1)n + (4 — 2). + (a — 3)» + (a — 3)n41 
u. ſ. f, u. f. f. 
(a + 1)541 = an + (a — 1)» +- + (a — 4% + (а — qanpa 
und еб erhellet, daß bie Anzahl der rechts ftebenben Glieder q +- 2 
ift, und daß man q beliebig groß nehmen Darf: 
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8. 44. 
Es ift unter a eine ganze Zahl verftanben, 


п F (n + 1)» + (n F2). +... (а — 2), 4 (а — 1), + an 
== (а + m 
Nach bem vorigen Paragraph ift für jede Zahl a 
(a + 1)а-ы = аһ + (8 — 1)» + .... + (a— q) + (a — q)a41- 
Man nehme hierin а ald eine ganze Zah ап, und fege а==а—п, 
fo wird (а — q) = [а — (а — п)], = n, unb. (а — quii 
= парі = 0, und 68 entítebt der Gap, 
So ift 4. B. 
1) 3, +4, +5, = 6, 
2) 3, +4, +5, 4-6, — 7, 
3) 3, +4 4-9, 3-6, +7, —8, 
4) 2, +3, 4- 4, +5, 4-6, +7, +8, 4- 9, = 10, 
5) 1-E2--3-F...-En—1—1, 2, +43 +... 
T (п — 1), = Ha, 


6. 45. 


Sft a eine ganze Zahl, fo ift an eine ganze Zahl; oder 
Jul, nach $. 37, wenn a pofitiv unb n>a ift. 

(88 fel zuerft а pofitiv. 

Bon irgend zwei auf einander folgenden Zahlen der Zahlen- 
Imreihe ift jedesmal bie eine durch 2 theilbar; deshalb ift a, 
бие ganze Zahl. 

Die Summanden der Summe 

25 +3, 4- .... + (a — 1), 
find nach bem Vorigen ganze Zahlen, fomit bezeichnet bie Summe 
WAR eine ganze Zahl. Die Summe ift aber nach $. 44 gleich 
8,, folglich ift a, eine ganze Zahl. 

Sept ijt einleuchtenn, daß bie Summe 

35 +4 +..+@—1, 
ganze Zahlen zu Summanden hat, alfo fel6ft eine ganze Zahl 
боШ. Die Summe ijt gleich a,, alfo ift aud) a, eine game 
Zahl. 

Sft aber a, eine ganze Zahl, fo folgt, wie pim, daß a, 
Wolffe Anal. п. Differ. Ste Aufl. 
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eine ganze Zahl bezeichnet, u. f. f., u. f. f., Daß an eine ganze 
Zahl ift. 


1) 


2) 


Eben fo erhellet das Gefeg, wenn a negativ ift. 


Mebungen und Braktifches. 


$. 46. 


Nas verftehen wir unter der Fakultät von n, und wie wird 
fie bezeichnet? Was ijt ein Binomial- Coefficient, und wie 
wird er bezeichnet? Was ift aa? Wann ift an gleich Null? 
Sft jeder Binomial-Eoefficient gleih Null, wenn ber Zeiger 
größer ift, ald bie Zahl? Wann find zwei Binomial-Eoeffi- 
denten aus derfelben pofitiven ganzen Zahl einander gleich? 
Was ift а? Was darf man Най а, + an—ı {евеп? Was 
ift 1a H 2a + 3, + .... + Xn? Wie drüdt fid) (a + b), 
durch bie SBinomial/Goefficienten aus a und b aus? 

Die ganzen Zahlen, welche an liefert, während a eine ganze 
Zahl ift, unb für n nad) unb nad) die Zahlen O, 1, 2, 
З....а — 1, a gefeßt werden, fommen in ber Folge zur 
Anwendung, und am häufigften, während a eine von ben 
erfteren Zahlen der Zahlenreihe vorſtellt. Deshalb berechne 
man folgende Tabelle: l 


Seiger 





со со =з C» Сл d, EA bi = 


(|: 

{| 2| 1 ʻ 
1131 3| я S 
(Ai 6| 4| 1 Е 
115|10| 10| 5| 1 5 
1|6| 15| 20| 15| 6| 1 3 
(lat 21| aal 35| 21| 7 1 : 
|| 8| 28| 56) 70| 56| 28 8 1| lé 
i! 9| 36) 84| 126) 126| 81) 36 dÉ 
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011 : 252| 210] 120| 45 |2..: 
1111111.) 55 462 | 462] 330| 165 |21. 
1211112| 66 192| 924] 792) 1495 к. = 
1311 |13) 78 511287 |1716) 1716 | 128718 
1411 14 91 2002|3003| 3432| 3003 6. * 
1511 15 105 5|3003|5005| 6435 | 6435 |с. & 
16| 1 | 16) 120 4368 | 8008 | 11440 | 12870 |з.5 











3) Man berechne ferner 

(—2),— 3-93, = 6 (—4,— 10(-5),-- 15 
(—2), — —4 (- 3), = —10 (—4),— —20 (—5), = —35 
(-2),-- 5(—3,— 15(—4,— 35 (—5), = 70 
(—2),——86 (- 3), = —21 (—4),— —56 (—5), = —126 
(—2),,— 7(—3,— 28 (—4), = 84 (—5), = 210- 


u. f. w. u. f. w. u. f. w. u. f. w. 
(4 21 21 Ё ) 21 
273 2.4 8 3/, "9 
(4 1-3 1 Е ) — XB 
2), 2-4-6 716 3/, B 
E |. 135 Р. (4) _ 10 
2), 2468 7128 3/, 243 
- (1) 1.3.5.7 _ 7 H ) 9 
27, 2.4-6-8-10 256 3/, 729 
KR ) _ 13579 21 (4) 154 
2/, 2468.10.12 1024 8/, 6561 
u. f. w. u. f. w. 


()- т (5),= чз 
4/, 198 5), “оу 
(1) = 77 Ё 21 
4/, 2048 5/, 695 
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L.) _ 934 (4) |. 399 
E , 8192 5/, 15625 
1) = 1463 (4) _ _ 1596 
E o 65536 5/, 78125 
it. f. w. u. f. w. 
1) 158 _ 3 ( 1) _ 2 
(-5 2 24 | в C34} 9 
Г) |. 135 _ 5 ( 1) 14 
(-3 ; 246 16 V 3/7, . 8 
г) _ 1857 | 3 ( 1) |. 85 
(-3 , 2468 128 V 37, 243 
г) _ 13579 _ 63 ( 1 ) 291 
(5 , 246.840 26 V 3/, 139 
1 ) 135-7911. _ 231 ( 1) 778 
(- 2/, 24681012 1024 V 3), 6561 
u. f. w. u. |. w. 
г) _ 5 ( Тү 3 
(-1 2082 7-5/, 25 
1 15 ( a 11 
(—-), 128 | 5], 125 
(-1)- Aë (-1)- 4 
4), 2048 5/, 695 
1) |. 663 ( 1) |. 924 
(1 5 8192 7757, 15625 
г) 4641 г) _ 4004 
(1 o 69936 | (-5 > 78125 
u. f. w u. f. 10 
р (—9, =E LH „1 ү, 
(— а); = — (а + 2), 
(— a), — (а - 3), 
(— а), = — (а + 4), 
(— а), = (а - 9), 
(— a) == (а + 2n — 1)» 
(— 8)m441 == — (а + Фп). 
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Das Gefeg, welches in den beiden legten Formeln liegt, 
laßt (id) wiedergeben durch 
(— а) = (— 1)" (a + n — 1), 
— —2 —3 —[n— 
5) (2) = р. (р —4).Ф—24)-(р —39)....(р —[n—1]g) 


q nq 
(- P) = — PED (p 1-39)... (p + [n—1]9) 
déi n!q" 


unb Мес gilt +, wenn n eine gerade, —, wenn n eine 
ungerade Zahl ift. Daſſelbe wird ausgebrüdt, wenn man fegt 
(- Р) =c Ly. PG + PP + Ing 


па". 





Diertes Kapitel. 


e 


Bon ben Progreffionen, 


8. 47. 


Jede Reihe von Zahlen, welche fid) unter Ме Form 
a ad a+?d а4-34 a-+Ad.... 

bringen lat, heißt eine aritbmetifche Reihe oder eine arith- 
metifche Progreffion, auch eine arithmetifche Reihe ber. 
erten Ordnung, eine einfache ах шен (фе Progreflton. Die 
Budftaben a und d Bellen beliebige Zahlen vor. Die Reihe 
heißt zunehmend oder fteigenb, menn d eine pofitive, ab» 
nemend oder fallend, wenn d eine negative Zahl ijt. Die 
Muébrüde а, a -+ д, a-+?2d, at 3d .... heißen die Glieder 
ver Reihe, und beziehlich das erfte, zweite, dritte, vierte u. f. w. 
Glied; ber Ausdruck d wird bie Differenz ber Reihe genannt. 
Die Differenz d ergiebt fich jedesmal, wenn man irgend ein Glied 
von dem nächftfolgenden fubtrahitt. 

Die fümmtlihen Glieder einer аг ше фен Progreſſion, 


find beftimmt, fobald das erfte Glied ber Reihe gegeben ift unb 
die Differenz. 
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Eine vorgelegte Reihe ift eine arithmetifche Progreifion, 
wenn bie Subtraction eines jeden Gliedes von bem nächftfolgen- 
ben überall biefef6e Differenz liefert. 

Die Reihen 

2 7 12 17 22 27... 
—8 —5 —2 1 4 7 10.... 
22 13 4 —5 —14 — 23.... 
find 3. B. arithmetifche Reiben. Die Differenz der erften ift. 5, 
bie der zweiten 3, die der dritten ift — 9. 


$. 48. 


Das erfte Glied einer arithmetifchen Progreffion fei a, bie 
Differenz d, dad nte Glied fei durch q, die Summe ber erften 
n Glieder durch s bezeichnet: bann ift 

І. q=a-+(n—1I)d 
П. s= na + n,d. 

Die erfte Formel ergiebt fid) fofort aus der Anficht ber 
Reihe. Alsdann ift 
s=ata+d+ta+r?2d+a+3d+t...+a-+(n—1)d 

= na -- [1 +2 -- 3 4- ... +4 (n — 1)]d 
= na + n,d 
weil nach $. A4 Beifpiel 5) bie eingeflammerte Summe gleich n, ift. 
Ge ift 
па + п, = na + — 


[2а + (n — 1)d]n 
=A n 





_ [a +a + (n — (din 
eg ER 
_ ern, 

— 2 


Daher hat man auch 
А [2а + (n — 1)d]n 
— у 


,. (8 qm 
2 


6. 48. 49. Bon ben Progreſſionen. 71 


zwei Formen, bie man, ihres öfteren Gebrauchs wegen merfen 
möge. Die erftere ift nur eine Umgeftaltung von II. 
Die legte Formel läßt fid) leicht geradezu ableiten. 08 ift 
nämlich 
s=a+a+d+ta+?2d+t...+q9—?2d+q—d+tgq 
8-4-4-4-44-124--....--а-244-4-14--а 


alfo, wenn man abbitt, 


2s = (a + q)n 

„—® Фп 
2 

Beifpiele. 


1) Das 60fte Glied ber Reihe 2, 7, 12, 17... anzugeben. 
Es it a= 2, d = 5, n = 60, alfoq=2-+59-.5= 297. 

- 2) Die Summe der erften 20 Glieder der Reihe — 8, — 5, 
— 2, 1.... zu beſtimmen. бїх it a = — 8, d = 3, 
n = 20, alfo 

в —= 2-8) + 1939 — 410. 
3) Die Summe der erften 100 Zahlen der Zahlenreihe zu 
berechnen. Hier ift a = 1, q = 100, р = 100, daher 


s = @ +109100 L 5050. 


6. 49. 


Die beiden Formeln im vorigen Paragraphen Fönnen als 
algebraifche Gleichungen betrachtet werden, welche zwifchen ben 
Ausprüden a, d, n, q, s Statt finden. Zwei Gleichungen beftim- 
men zwei Unbefannte; wenn daher von ben fünf 9[uóbrüden a, 
d, n, q, s drei gegeben find, laffen fid) bie береп anderen finz 
den. Und wenn man je drei von den fünf Ausdrücken a, d, n, 
q s alg gegeben nimmt, und jedesmal bie beiden anderen ent: 
widelt, ergeben fid) bie Refultate, welche die folgende Tabelle 
enthält. Sie löfen alle Aufgaben, welche bei blefen Reihen fth 
fellen laffen. 
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Е Gegeben MA Formel 
a, d, n q=a + (n — 1)d 
|а 4100186 
| 2 
ale asi — 
__ n(n — f)d + 2s 
4) |а, р, s “52 
2 = 
5) | a, d, n — iena — 
| —a+d 
6) | 4,4, 4 WË araa a -|- d) 
1) a,n,q eo 
2q — (n — 1)d 
8) |d, 4,4 s = D Ee 
— а 
9) јар, а d—1— 
2(s — an) 
10) | а, n, s e d = c d 
__ 09 а) (q— а) 
11) ја, 9, 8 = 92 — (9 4а) 
_ (пд — 8) 
12) | п, 4, s “5-3 
| d — a 4- 
13) , dq n = d q 
__ 4— 2а + y(d — 2а)? + 8ds 
14) а, 4, 8 | — — a 
2s 
15) | a, Ч, 8 ште г 


16) |а, ч, з кееш ГЭНЭ 
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Gegeben or 


ſucht 


Formel 














а = 4 — (n — 1)d 


18) | d, n, s а 25 DI 14 
2n 
19) |а g s| è| а--22:10 + 203 — 8ds 
20) | р, 4, s а — ng 
n 
6. 50. 


Unter der Stellenzahl des nten Gliedes irgend einer 
Reihe verfteht man bie Zahl n. ёо 1 bie Stellenzahl des 
erten Gliedes, 2 die Ctellengabl des zweiten Gliedes u. f. f. 

Der Begriff der arithmetifchen Progreſſion laßt fid) dahin 
erweitern, daß man Glieder erhält, welche negativen ganzen, und 
pofitiven oder negativen gebrochenen Etellenzahlen angehören. 

Bei einer arithmetifchen Progrefiton 

a a--d a--2d a+dd.... 
deren Stellenzahlen 

1 2 3 4  .... 
find, nimmt, von ber Linfen zur Rechten gehend, jedes Glied um 
d zu, während bie zugehörige Etellenzahl um 1 аф, von bet 
Rechten zur Linfen gehend, nehmen deshalb bie Glieder um d, 
Ме Etellenzahlen um 1 ab. Dan. führe bie Progreflion links 
weiter, indem man jeded neue Glied gleich dem vorangehenden 
weniger d, jede neue Stellenzahl gleich der vorangehenden weni- 
ger 1 nimmt. Dadurch geht folgende Progreffion 
..а-134 a—2d a—d а а--4 a+?2d a 3d.... 
mit ben Etellenzahlen. 
u. — 2 — í 0 1 2 3 А  ... 
hervor, und fie hat Glieder, welche negativen ganzen Stellenzah⸗ 
Im angehören. 

Die Formel q — a + (n — 1)d behält Giltigfeit für arith- 
metifche Progreffionen mit Gliedern, deren Stellenzahlen negative 
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ganze Zahlen find. Es erhellet nämlich ohne Weiteres, daß das 
(— n)te Glied gleich it a+(—n— 1)d. бо ift 3. S. das 
— 2te Glied gleid) a + (— 2 — 1)d = a — 3d. 

Das nte Glied unb das (п + (fe unferer arithmetifchen 
Reihe find 

а + (n — 1)d а + nd 

ihre Stellenzahlen n п 1 
Die Differenz d theile man in р gleiche Theile, und {фае 
zwifchen Меп beiden Gliedern neue Glieder ein, beren erftes 


gleich fel bem nten Glide a + (n — 1)d vermehrt um EJ deren 
zweites gleich fei dem erften vermehrt um E u. ſ. f. Dadurch 
entſteht: | | 
а | (п — 1)4 a-+(n— E a + (n — 1)d ET 





a (n —1)d +4 +..a4+(n—1)d+ = а а-па 
oder 


1 2 
а | (n — 1)d (2+2. —1)а + n+ — 1... 
tat Ah a + nd. 
Den eingefchalteten Giiebern gebe man bie Stellenzahlen 
1 2 р-1 
nti шиг лсэн р 


unb man hat Glieder, welche gebrochenen Stellenzahlen entfprechen. 
Solches Einfchalten fann auch zwifchen dem (— n)ten und 
— (n + 1)ften Gite Statt finden. Es erhellet leicht, bag bie 
Formel q = a + (п — I)d aud) für Glieder mit gebrochenen 
Stellenzahlen gilt. Wenn die Differenz der eingefchalteten Glieder 


Za beträgt, ift bie Anzahl der eingefchalteten Glieder p — 1; 
fol man daher x Glieder einfchalten, fo muß bie Differenz ders 
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felben gleich Lr genommen werden. Und fol man das 


Glied bifben, deffen Stellenzahl r + E it, fo ſchalte man хой 
(den bem rten unb (r + (Ben бїї h — 1 Glieder ein: das 


vte derfelben ift das verlangte. Das Glied wird übrigens uns 
mittelbar nad) der Formel q = a + (n — 1)d erhalten, wenn 


man r -+ E für n fegt; überhaupt find bie neuen Glieder nad) 
Meier Formel gebildet. 


Für einfchalten ift ber 21:60:4 interpoliren im Ges 
brauch, und man nennt die eingefchalteten Glieder interpolirte 
Glieder. * 

Es fei з. B. gegeben bie aritimetifche Reihe 

3 15 27 39 51.... 
man foll zwifchen bem zweiten unb dritten Gliede 5 Glieder ins 
terpoliren. Die Differenz der gegebenen arithmetifchen Reihe ift 


12; bie Differenz der interpolitten Glieder ift XU zu nehmen; 
und diefe Glieder find 17 19 21 23 25. 


Es fei ferner die arithmetifche Reihe 
9 16 23 30 37.... 


gegeben, man foll das Glied beftimmen, beten Stellenzahl 163 
№. Das verlangte Glied ift gleih 9 + (163 — 1)7 oder 1183. 


6. 51. 


Unter der erten Differenzen⸗-Reihe irgend einer беде, 
denen Reihe а, b, c, d.... wird bie Reihe der Reſte verftanber, 
welche hervorgehen, wenn man das erfte Glied а vom zweiten b, 
006 zweite b.vom dritten c u. f. f. fubtrahirt. Die erfte Diffes 
kenzen⸗Reihe der erten Differenzen-Reihe heißt die zweite Diffes 
tenen: Reihe ber gegebenen Reihe a, b, c, d....; die ефће 
DifferenzensReihe der zweiten Differenzen-Reihe wird bie dritte 
DifferenzensReihe der gegebenen Reihe genannt, u. f. {. 3.2. 


Ф 


| 
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Gegebene Reihe 4 6 9 16 32 66 133 250 
ifte Differenzen-Reife 2 3 7 16 34 67 117 
де Diffecenzen-Reife 1 4 9 18 33 50 
ste Differenzen-Reihe 35 9 15 17 

u. f. w. l u. f. w. 


$. 52. 


Eine Reihe heißt eine arithmetiſche Reihe von ber 
nten Ordnung oder vom nten Grade, wenn die Glieder 
ihrer nten Differenzen-Reihe ſäͤmmtilich einander gleich, aber nicht 
0 find; fie wird dabei eine höhere arithmetifche Reihe genannt, 
wenn n größer ift als 1 

Mit ber arithmetifchen Reihe der erften Ordnung Haben wir 
und bereit befchäftigt. 

Die Reihe 

1 10 15 22 31 42 
j B. ift von ber zweiten Ordnung, denn ihre Differenzen: 
Reihen find 


„Die Reihe 
1 5 11 20 33 51 75 
ift von der dritten Ordnung; ihre Differenzen-Reihen find 
46 9 13 18 24 
2345 6 
1 1 1 1 
Sft eine höhere arithmetifche Progreffion von der nten Ords 
nung, fo ift ihre erfte Differenzen- Reihe eine arithmetifche Pros 
greffion von ber (n — (fen Ordnung, ihre zweite Differenzens 
Reihe von der (п — 2)ten Ordnung u. f. f, ihre qte Differenzens 
Reihe eine arithmetifche Progreffion von der (n — q)ten Ordnung. 
Dag erfte, zweite, dritte u. f. w. nte Glied einer höheren 
arithmetifchen Reihe bezeichnen wir im Allgemeinen durch 
а а, а, а, ...... 
bie Glieder ber erften Differenzen Stef We 
b b, b,...... 
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bie dritte DifferenzensReihe durch 


с Сү, с,...... 
u. f- fe Eine arithmetiſche Reihe höherer Ordnung mit ihren 
DifferenzensReihen Defien wir hiernach folgendermaßen dar 


а а, а, а,...... An 
b b, b,.... bni 
с Co oeoo Cn—2 

u. f. f. 


Die Ziffern find bier nur Stellenzahlen, nicht Zeiger. fom; 
men in ber Folge BinomialsEoefficienten vor, fo werden wir das 
ausbrüdlich bemerken, wenn es nicht von felbft in bie Augen 
fpringt. Ueberhaupt find in biefeu und ben fpäteren Gegenftàus 
ben bie Bezeichnungen nicht immer allgemein übliche, nod) frei 
von Mehrbeutigfeit, fo bag Vorficht nothwendig wird. | 


$. 53. 


Das nte Glied einer arithmetifchen Reihe von irgend einer 
Ordnung ift gíeid) der Summe des erften Gliedes der Reihe 
fft und ber erften n — 1 Glieder ihrer erften Differenzen-Reihe. 

Es ijt 


а, — а — b 
аз — а, = b, 
a, — а = b, 
an — Bn 4 = bai. 


Man abbire diefe Gleichungen, unb е6 entftebt 
а. — a =b + b, +b, + eO Бал 
der | 
а„==а--Ь--Ь, + b, +... 
und das ift der бав. 


$. 54. 
Es ift 


I an = a + b(n—1) + c(n—1), + d(n— 1), +.. 
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und, unter S, bie Summe der erften n Glieder verftanden, 
II S, — an + bn, + со, + dn, +... 

Die Ausdrüde (п — 1),, n—1),, .... Ban n,,.... 
Bellen Binomials@oefficienten vor. 

Die Summen zur Rechten brechen ab, entweder indem bie 
DifferenzensReihen aufhören, oder indem bie Zeiger in ben Bino- 
mialsEoefficienten größer werden al& die Zahl (S. 37). 

Wir erweifen bie Formeln zunächft für Reihen ber zweiten 
Ordnung. Die Reihe ift bann 

8 а, а, а,...... An 
b b, b,.... b. 
с с...... с 
Die Glieder ber zweiten Differenzen: Reihe find einander gleich, 
und bie ес Differenzen-Reihe ift eine einfache arithmetifche Pros 
өс он. 
Nach bem vorigen Paragraphen ift 
„=a+tb+b, +b, +...+b-ı 
_ während nach $. 48 II 
b+ b, 4- .... + ba (n— 1)b + (n — 1)4c 
demnach entfteht 
1) an =a + b(n— 1) + c@— 1), 
und das ift die Formel I für den gegenwärtigen бай. 
Nach ber eben erwiefenen Formel 1) ift nun 
a =a 
a, =a-+b-1 
a, =8a -Ь:2 | с:2, 
а, =a 4-:3 + с: 3, 
a, = а 4-:4 + с:4, 


аһ = a + b(n — 1) + c(n—1),. 
Die Addition diefer Gleichungen liefert: 
S, = an + b[14- 2 +3 +... (0—1)1-- c[2, 4- 3, 4- 44 +... 
+ (n— 1),] 
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oder, wenn wir $. 44 anwenden 
. 2) S, = an + bn, + en, 
unb das ift bie Formel II im vorliegenden бай. 
Nunmehr fann die Richtigfeit der Formeln für Reihen ber 
dritten Ordnung erwiefen werben. 
Nach bem vorigen Paragraph ift 
.=a+b+b,+....+b.-ı. 
Die erfte Differenzen s Reihe ift jegt von ber zweiten Ordnung, 
daher nad) 2) 
b+ b, +... + ba = b(n — 1) + c(n— 1), + ап — 1), 
alfo 
3) a, = a + b(n — 1) + c(n— 1), + d(n—1), 
unb das ift die Formel I für Reihen der dritten Ordnung. 
Nah 3) ift nun für unfere Reihe dritter Ordnung 
a =a 
a, =a + b.1 
a, —a--b.2--c-2, 
а,--а--5-3--с-3, 4- 4:3, 
a, =a+b-4+c-4,+d-4, 
a, = а | b. 5 + c5, 4- d. 5 


an = а + b(n— 1) + c(n — 1), + d(n — 1), 
alfo, wenn man addirt und $. 44 anwendet, 
- 4) S, — an + bn, + cn, + dn, 
und das ift bie Formel II für Reihen ber dritten Ordnung. 
Hierna Fonnte in derfelben Weife bie Richtigkeit ber Fors 
шеп für Reihen der vierten Ordnung dargethan werben, als⸗ 
dann für Reihen der fünften Ordnung u. f. w. Wir fahren aber 
nicht іп Meier Weife fort, fonbern zeigen, daß, wenn bie Fors 
теп für arithmetifche Reihen irgend einer, etwa ber qten Ord⸗ 
mung giltig find, fie aud) für ах шен фе Reihen der ид höher 
ten, (9 + 0 ен Ordnung gelten. 


80 Bon den BProgreffionen. 6. 54. 


Zu dem Ende nehmen wir eine arithmetifche Reihe ber 
(q + (Den Ordnung an. Es ift nach bem vorigen Paragraph 
a; =a -- b -- b, +b, +... bri. 
Die erſte DifferenzenzReihe ift von ber qten Ordnung; gilt nun 
bie Formel П für Reihen ber qten Ordnung, fo ift 
b 4- b, 4-.... + bn = b(n— 1) + c(n— 1), +... 
alfo 
| аһ = а + b(a — 1) + сп — 1), +... 
und bas ift die Formel I. 
Für eine Reihe der (q + Ой ен Ordnung ift nad) der eben 
erhaltenen Formel 
a =a 
а, = а + Ь.1 
а, —a--b.2-4-c.2,. 
a, =a -- b-3 4- с:3, +d-3, 
a, — a -]- b-4 4- с:4, + 4:4, +e-4, 


— 


a, = a + b(n— 1) + — 1), 4- dn —1), +... 
und wenn wir abbiren unb $. 44 anwenden, entfteht 
S, = an + bn, + с̧а, +... 
d. b. bie Formel П. 

Gelten alfo unfere Formeln (oder vielmehr gilt nur bie 
zweite) für arithmetifche Reihen irgend einer Ordnung, etwa ber 
qten, fo gelten fie aud) für Reihen der nàdjft höheren (44-12 в, 
Ordnung. Wir haben bereit dargethan, bag bie Formeln für 
arithmetifche Reihen der dritten Ordnung giltig find, daher gels 
ten fie aud) für arithmetifche Reihen ber vierten Ordnung, bes; 
halb wieder für arithmetifche Reihen der fünften Ordnung u. f. f. 
für arithmetifche Reihen jeder höheren Ordnung. 

Sn aller Kürze den Beweis zu führen zeigt man bloß, daß 
wenn die Formeln für Reihen irgend einer Ordnung giltig find, 
fie auch für Reihen der nächft höheren Ordnung gelten, und weil 
fie nach $. 48 für Reihen ber erften Ordnung gelten, fo gelten 
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fie dann für Reihen jeder Ordnung. Beweiſe folchee Art nennt 
man Beweiſe durch Inbuction. 


Beifpiel, 


Man fol das 20Їе Glied und die Summe der erften 
20 Glieder der Reihe 
3 15 35 63 99 143 19.... 
angeben. ` 
Die Differenzen-Reihen find 
12 20 28 36 44 52 
8 8 8 8 8 


Das 20fte Glied ift nach I. gleich 
3 -- 12-19 4- 8.19, = 1599. 
Die Summe der ееп 20 Glieder nach II gleich 
3.20 + 12-20, + 8.20, = 11460. 


$. 55. 
Зере Reihe von Zahlen, welche fid) unter bie Form 


a ac ac? ac? act... 


bringen läßt, heißt eine geometrifhe Progreffion ober eine 
geometrifche Reihe. Die Эиф Мен a unb c ftellen bes 
ас Zahlen vor. Die Reihe heißt zunchmend, fteigenb, 
wenn c in abfoluter біп größer ald 1 ift, abnehmen, 
oder fallend, menn c in abfoluter Hinficht Fleiner ift alb 1. 
Die Ausprüde а, ac, ac?, .... heißen bie Glieder der Reihe, 
und beziehlich баб erfte, zweite, dritte u. f. w. Glied. Der Auss 
buf с wird ber Quotient, aud ber Grponent ber Reihe 
genannt. Der Quotient с ergiebt fih jedesmal, wenn man mit 
irgend einem Gliede іп das nächft folgende bivibirt. 

Alle Glieder einer geometrifchen Progreſſion find beftimmt, 
fobald das ere Glied gegeben ift unb der Quotient. 

Eine vorgelegte Reihe ift eine geometriiche Progreffion, wenn 
bie Divifion eines jeden Gliedes in das nächft folgende überall 


denfelben Quotienten liefert. 
Wolffs Anal. n. Differ. Ste Aufl. 6 
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Go find з. B. die Reihen 
9 6 12 24 48 096... 
1 1 i 3% de, 
9-3 1-4 4-4. 
geometrifche Progreffionen: Der Quotient ber erften Reihe ift 2, 
der Quotient ber zweiten ift 4, ber dritten ift — 4. | 
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Das erfte Glied einer geometrifchen Progreffion fel a, der 
Quotient c, dad nte Glied fei durch q, bie Summe ber erften 
n Glieder durch s bezeichnet. Alsdann ift 

I. q = асп—! 
П. s= (et — Па Па ` 
с—1 

Die Richtigkeit ber erften Formel erhellet aus der Anficht 

der Reihe. Die zweite zu erweifen fege man 

s = a -|- ac + ac? 4+ ac? +.... 4 ac 
multiplicire diefe Gleichung mit c, welches liefert 

cs = ac -+ ac? + ac? + act +....+ ac? 
und fubtrahire bie vorftebenbe Gleichung von der legten; das 
giebt 


(с — 1)s— ac^ — a 








oder „ De 
с-1 
(56 ift 
— (с°—1)а — с-.ас®-1-—а 
c—1 —  c—1 
oder в — 29а 
с — 1 


eine Formel bie fid) öfter gebrauchen läßt, und bie auch 1648, 
wie IL, geradezu fann hergeleitet werden. 
Beifpiele. 


1) Das neunte Glied ber Reihe 3, 6, 12, 24.... zu be 
ſtimmen. @ ijt Hr a=d, с= 2, n—9, alfo nad 1 
q = 3.25 = 768. | 
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2) Die Summe der erften 6 Glieder ber Reihe 9, — 3, 
1, — 4.... zu beſtimmen. Hier ift a = 9, c=—4,n=b, 
[= ^» — 19 _ 182 


alfo nah I. s рр = 597 


6. 57. 


Die beiden Formeln im vorigen Paragraphen bilden zwei 
algebraifche Gleichungen, welche zwifchen den Ausbrüden a, c, 
n, q, з Statt finden. Sind daher von den fünf Ausdrüden a, c, 
n, Ч, в drei gegeben, fo find bie beiden anderen beftimmt, und 
fönnen vermittelft der Gleichungen gefunden werden. Alle Auf 
gaben, welche fid) hier bilden (аен, werben gelöft, wenn man je 
drei der fünf Ausbrüde a, c, п, q, s als befannt annimmt, unb 
jevesmal bie beiden anderen entwidelt. Die folgende Tabelle 
enthält bie Refultate diefer Rechnungen. 


Gegeben he Formel 


q = ac! 
q= a -+ е 1)з 

q(s — 9": — a(s — AIST = 0 
| (e — 1)c77!s 








с“ — 1 

9) | а, en 8 —— 
0) |а с, 4 8 I 

lang) „Zoe 

qr aei 

8) | c n, q =- уйл 
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Gegeben dt Formel 
9) c,n,q а == ү 
10) c n, 8 a a — € — Ds 
сп — | 
11) c, q, 8 а = eq — (c — 1)s 
12) n, q, S a (s — a)? — д (з — qi — 0 
о pP] a 
13) а, п, 4 с -V4 
14) а, n, 8 a-—c+ — = 0 
c 
s — а 
15) а, $, з с Тата 
16) ln os , o 
) 1154 с a il 
_ Logq — Loga 
17) | 3, с, ҷ — Lope - +1 
18 |a ов | 
n ogc 
Logq — Loga 
19) а, Ч, S — Logs — 3) — Log (s — à) 4-1 
_ Това — Гов [са — (c — 1)з] 
20 јод в Logc +1 


Die Gleichungen unter 3) 12) 14) 16) find im Allgemei⸗ 
nen nicht auflösbar. 

6. 58. 

Der Begriff der geometriſchen Progreſſion kann erweitert 
werben dahin, daß fie Glieder erhält, welche negativen ganzen, 
und pofitiven oder negativen gebrochenen Stellenzahlen anges 
hören. 
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Die geometrifche Progrefiion 


a ac ac? ac?.... 
deren Stellenzahlen 
3 4 .... 
find, gewinnt Glieder, welche negativen Stellenzahlen entfprechen, 
wenn fie linfd folgendermaßen fortgefegt wird 
a a 
ei c? c 
eS.—2 —1 0 1 2 3 4 
und её erhellet, daß bie Formel q = en) für ein negatives n 
giltig bleibt; еб ift 4. B. раб — 2te Glied gleich ac-?-1 — ac”? 


= 4 
Und fchaltet man zwifchen dem nten und (n + 1)ften Gliede 
in nachftehender Weiſe Glieder ein: 


a ac ac? ac? .... 





р р р 

ас°—1 ас°—1үс ac"—!yc? schei ..... aciyor ac? 

n n-|-1 
wofür gefegt werden fann 

| 1 3 3 рі 
-ас® 1 ас®-1©°Р ас%—1ср асп—1ср ..... ас?-1сР асп 
п n 4-1 

ober ) , , 
acı-1 ac "5 ` ac ^» ` ac ^» ^ .... ac ТР =i ac? 


n п | 1 
und giebt den eingefchalteten Giebern ber Reihe nad) bie Stels 
lenzahlen n + >, п + ...., fo hat die Progreffion Glie⸗ 
der erhalten, welche gebrochenen Etellenzahlen angehören. Auch 
für [обе bleibt bie Formel q — ac"! giltig. Die Anzahl ber 


P. 
interpolirten Glieder it p — 1, wenn ber Quotient derfelben Үс 
ift; foll man daher x Glieder einfchalten, fo muß ihr Quotient 

xti 
gleich Үс genommen werben. Das Glied zu bilden, deffen Stels 


lenzahl r + i ift, falte man h— 1 Glieder zwifchen bem 
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rten unb (г + 1) йеп Gíiebe ber Reihe ein: 009 vte von ben 
. interpolirten Gliedern ift das verlangte; еб wird unmittelbar burd) 


bie Formel q = ac?-! erhalten, wenn man n = г + T fegt. 
Ueberhaupt find bie neuen Giileber der Formel gemäß gebildet. 


Mebungen und Praktifches. 
$. 59. 


1) Was iR eine einfache arithmetifche Progreſſion, was find ihre 


2 


х 


3 


хэ 


4) 


Glieder, was ift ihre Differenz? Wann heißt eine folche 
Progreffion fteigend, falend? Wodurch ift eine arithmetifche 
Progreffion beftimmt? Woran läßt fid) erfennen, daß eine 
vorgelegte Reihe eine einfache arithmetifche Progreffion fel? 
Wie brüdt fij das nte Glied q einer arithmetifchen Reihe 
aus, deren erfted Glied a und deren Differenz d it? Wie 
brüdt fid) bie Summe s der erften n Glieder aus? Wie 
viele von den fünf Ausdrüden a, d, n, q, s müffen wenig: 
Deng gegeben fein, damit man die anderen finden fung, und 
wodurch werben fie gefunden ? 

Was verfteht man unter ber Etellenzahl eines Gliedes rgen 
einer Reihe? Wenn das rie Glied einer arithmetifchen 
Reihe a, die Differenz d ift, wem ift Dag Ote, 046 (—n)te 
Glied der Reihe gleich? Kann jedes Glied einer arithmetis 
ſchen Reihe als das erfte gelten? Was heißt interpoliren? 
Wie werden zwifchen bem nten und (n + 1) еп Glieve 
einer arithmetifchen Reihe, deren erſtes Glied a und deren 
Differenz d ift, p Glieder interpolirt, und wem ift бад rie 
von biefem Gliedern gleich? 

Was. ift eine Differenzen-Reihe? Was ift eine ас иен фе 
Reihe der nten Ordnung? Wie brüdt Wë das nte Glied 
einer höheren arithmetifchen Reihe durch das erfte Glied ber 
Reihe felbft und durch bie erften Glieder ihrer Differenzens 


Reihen aus? Wie wird die Summe ber erten n Glieder 


einer höheren arithmetifchen Reihe ausgedrüdt? 
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5) Was ift eine geometrifche Progreffion? Was ift ijr Quos 


6) 


8) 


9) 


10 


11 


м» 


) 


12) 


13 


ын 


tient? Wann heißt eine geometri(d)e Progreffion fallend, 
wann fteigenb? Woran wird erfannt, daß eine vorgelegte 
Reihe eine geometriſche feit 

Wenn a das erfte Glied, c der Quotient einer geometrifchen 
Reihe ift, wie brüdt fih das nte Glied q, wie die Summe 
s ber oben n Glieder aus? Wie viele der Ausdrücke a, 
c, n, ч, s müflen gegeben fein, damit man 01е übrigen fin 
den könne, unb wie werben fie gefunden? 

Das erfte Glied einer geometrifchen Reihe fei a, ber Quo⸗ 
tient с; wem ift das Ote, das (— n)te Glied gleich, wem 


das Glied zur Stellenzahl Æ (n + Ze 


Aufgaben über einfache arithmetifche Progreffionen. 


Das erfte Glied einer einfachen arithmetifchen Reihe fei 5, 
die Differenz fei 3; man fol das 50е Glied unb ble Summe 
der erften 50 Glieder berechnen? 

Das 50fte Glied ift 152, die Summe ber есеп 50 Olie- 
der 3925. 
Welches ift die Differenz einer arithmetifchen Progreſſion, 
deren erſtes Glied 1 und deren 22069 Glied 15 ift. 

4. 
Welche Stellenzahl Bat das Glied 107 in ber Reihe 7 12 
47 ....1 


21. 
Das erte Glied einer ас ше фе Reihe fei 3, bie Эг 
теп; 5; welches ift das Glied zur Stellenzahl 119475? 
5964. 
Das erfte Glied fei 5, das Glied zur Stellenzahl 72 fei 
113; welches ift die Differenz? 
16. | 
Daß erfte Glied fel 7, bie Differenz 35 von wie vielen ber - 
erften Glieder ift 282 tie Summe? | 
Von den ееп 12 Giiebern. 
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14) Das ere Olie fei 7, tie Differenz 3; von wie viden der 
eren Glieder ift bie Summe gleich 100. 

64 ergiebt fih für n eine gebrochene Zahl, welche größer 
ад 6 if. Diefe gebrochene Zahl if nicht brauchbar, wil 
die Formel s — [2a + (n — Déi nur gilt, wenn n 
eine ganze Zahl vorftellt. Es erhellet aber, daß 100 nicht 
die Summe einer Anzahl der erten Glieder ijt, und daf 
die Summe ber erften 6 Glieder weniger, tie der eren 7 
mehr апётаф! als 100. 

15) 3500 Thir. ftehen zu 4 Procent; dad Kapital wird zu An- 
fange eines jeden Jahres um 300 Thlr. vermehrt; wie vid 
betragen die Zinfen von 24 Jahren? 

6672 Thir. ` 

16) Ein Kapital ſteht zu 5 Procent, das Kapital wird jährlich 
um 500 Zi. vermehrt; während 15 Jahren betragen bie 
Zinfen 6000 Thlr. Welches ift das urfprüngliche Kapital? 

450) Thir. 

17) Welches ift bie Summe der erften n Zahlen der Zahlenreihe? 

e Dm oder (n + 1),- 

18) Welches ift die Summe ber erſten n geraden Zahlen? 

(n + Dn. 

19) Welches ig bie Summe der erſten n ungeraben Zahlen? 

n?. 


20) Sedes ift bie Summe ber erien п buch t theilbaren 
Zahlen? 


elm oder (n -+ 1),t. 


Aufgaben über höhere arithweriſche Progreffionen. 
21) Die Summe der Quadrate der erſten n Zahlen der Zahlen- 


M + 1) 2n - 1) 
. .. n(n 
Sie if — ~ 
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Die Reihe, welche die Quadrate der erfteren Zablen bil; 
ben ift 
1 4 9 16 25 36.... 
Die Differenzgen-Reiben find 
3 5 7 9 11.... 
2 2 2 2... 

Ob bie DOuabrate der fpäteren Zahlen der Bier begonnes 
nen Reihe zugehören ift zweifelhaft. Sie werden ihr zu⸗ 
gehören, wenn n? das nte ӨНӨ berjelben if. Wir bilden 
deshalb баб nte Glied, unb es ijt gleich 

1300—10) +20 — 0), 
== 1 -+ (һа — 1) 420 — 1), 420 — 1), 
=n + 2n, ($. 41.) 
= n + n(n — 1) = n(1 + n — 1) = n1. 
Die Summe der eren n Glieder ijt nun 
n + Jn, + 2n, 
=n +n, +2(n, +n,) 
— (n +1), ++ 2(n + 1), 


= @ +0, [14-2819] 


= (в +), ZH = "@ + HH 1) 
22) Die Summe der dritten Botenzen ber erften n natürlichen 
Zahlen zu berechnen. 
Sie it [m + 1),1#. 
Die dritten Potenzen der erfteren Zahlen bilden bie Reihe 
1 8 27 64 125.... 
7 19 37 61 .... 
12 18 24 .... 
| 6 6 
Das nte Glied der begonnenen Reihe ift 
14-7n— 1)--12n — 1), +6(n — 1), 
-1 + п — 1 + 6[n— 1), +@—1),] + 6[ — 1), 
T (а — 1),] 
== n + ôn, + би, 


23) 


24) 


25) 


26) 


27) 
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=n + 6(n | 1), — n -- (4 f)n(n — 1) 

= DI + n? — 1] = n?. 
Die dritten Potenzen aller fpäteren Zahlen gehören bemnad) 
der begonnenen Reihe an. Die Summe ber етеп n Glie⸗ 
der ift 

n+ 7n, + 12n, + би, 

=n, + n, + 6 (п, +n) + 6(n, +n,) 

= (n + 1), +6(n + 1); ++ 6(n + 1), 

= (n +1), J- 6(n + 2, 


== (n + 1), [: кожо 0) 


== (n +1) (п 4- 1), = [(а + 1),]. 
Die Summe der Quadrate der erften n ungeraben. Zahlen 
zu beftimmen. 

Cie ift (2n + 1),. 
Die Summe der Quadrate der erjten n geraden Zahlen zu 
finden. 

Sie ift (2n + 2),. 
Welches ift bie Summe der dritten Potenzen der erſten n 
ungeraden Zahlen ? | 

n?(2n? — 1). 
Welches ift.bie Summe ber dritten Potenzen der erften n 
geraden Zahlen? 


8[Q + 154]. 
Die Reihen 
1 2 3 4 9 6 
1 3 6 10 15 21 
1 4 10 20 35 56 
1 5 15 35 70 126 
1 6 21 56 126 222 
1 7 


heißen figurirte Reihen, ober bie Reihen der figurirten Зар; 
(еп. Зере folgende Reihe ift aus der ihr vorangehenden ges 
bildet: bag nte Glied jeder folgenden Reihe ift nämlich gleich 
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28) 


der Summe der erften n Glieder der vorangehenden Reihe. — 
Wem ift das nte Glied ber qten Reihe gleich, und wem bie 
Summe der eren n Glieder der qten Reihe? 

(п 4-9 — 1. DF Фан. 
Die Reihen, welche aus 

1 h 3h—3 6h—8 10h—15 15h — 24 .... 
hervorgehen, wenn man Patt h ganze Zahlen fet, werben 
ebenfalls figurirte Reihen genannt, auch bie Reihen der viel; 
едеп Zahlen. — Wem ift das nte Glied unb wem bie 
Summe ber erften n Glieder der oberen allgemeinen Reihe 
gleich ? 


e-Y EZ, aah Hn h) 


29) Kanonenfugeln werden zu Haufen von priömatifcher Form 


30 


хэ 


aufgefchichtet. Oben befinde fid) eine Reihe von m Kugeln; 

die zweite Schicht enthält bann zwei Reihen, jede von m + 1 

Sugeín, bie dritte befteht анд drei Reihen, jede von m + 2 

Rugen u. f. f. Wie viele Kugeln befinden fih in ber nten 

Schicht, unb wie viele enthalten bie erten n Schichten? 
n(m -+ n — 1). ёо DOR Em A, 


Man findet zunächft für die Summe 
nm + n, (m 4- 2) 4- n,.:2. 
Dies ift gleich 
nm + n,m + 2n, + 2n, 
= m(n + 1), + Xn + 1), 
. 3m(n+1)n-+2(n-+1)n(n—1)  n(n4-1)(3m4-2n-2) 
ЕБ 


Kanonenkugeln feien zu einem Haufen von der Form einer 


л dreifeitigen Pyramide aufgefchichtet. Oben befindet (id) bann 


eine Kugel, diefe ruht auf einer Schicht von drei Kugeln, 
bie dritte Schicht enthält ſechs Kugeln u. f. f. Wie viele 
Kugeln befinden fid) їп ber nten Echicht, unb wie viele 
enthalten die erflen n Schichten? 

Q 4-15, @-Е2),. 
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32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


Bon den Progreffionen. 6. 59. 


Kanonenkfugeln feien zu einem Haufen von der Form einer 
vierfeitigen Pyramide aufgefchichte. Won oben herab епі: 
halten die auf einander folgenden Schichten beziehlich 1, 4, 
9.... Kugeln. Wie viele Kugeln befinden fih in ber nten 
Schicht? und wie viele enthalten bie erten n Schichten ? 


aa aati +10) 
Ч d | 


Aufgaben über Деоте фе progtefftonen. 


Das erfte Glied einer geometrifchen Reihe fei 1, ber Quo: 
tient 2; welches ift das 7te Glied, unb bie Summe ber et: 
ften 7 Glieder. 
64. 127. 
Der Quotient einer geometrifchen Reihe fei 3, das 10е 
Glied fei 78732, welches ift da8 erſte Glied? 
4. 
Welches ift die Summe der erften n Glieder der Reihe 
8 8 а а 
x x? x? xU 
— 1)a 
Sie ift Хаг 
Welches ift bie Summe der erften n Glieder der Reihe 
b? b? bt 


(a — bjar?" 

Melches ift bie Summe ber erften п Glieder ber geometri= 
(den. Reihe 

—b С b? (—b* (—bt* 


a "ai a? 





erftend wenn n eine gerade Zahl, unb zweitens menn n eine 
ungerade Zahl vorftellt. 
ап — b” ал + b^ 
(а Le? (а + b)ar?" 
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37) Welches ift die Summe der erften 2n, und die ber есеп 
2n + 1 Glieder 069 Ausdrucks 
1 —x?-L-x*-—x'--x!?—xx!?-Lx!5-—x!'.L... 

x?» — 1)(1 — x? x?» — 1)(1 — x? 

( SE ) ( 26 ) i хэ. 

Der gegebene Ausdruck läßt fih folgendermaßen fchreiben: 
(1—x?) +(1—x?)x?® -]-(1—x2)x!? --(1—х2)х!5 +... 
Die Glieder diefed Ausdrucks bilden eine geometrifche Reihe, 
beren erſtes Glied 1— x? unb deren Quotient x5 ift. Die 
Summe ber erften 2n Glieder des gegebenen Ausdrucks ift 
einerlei mit ber Summe ber erften n Glieder Meier Reihe. 
Die Summe der erften 2n + 1 Glieder des gegebenen Aus- 
druds wird erhalten, wenn man zu ber Eumme ber erften 
2n Glieder das (n+ 1)íte Glied der Reihe 1-H x5 -- x! .... 
abbirt, welche bie pofitiven Glieder des gegebenen Ausdrucks 
bilden. 

Die Summe ber erften n Glieder der Reihe 

a (a-+d)e (а--24)с2 (a-+3d)ce?.... 
zu beftimmen. Das nte Glied ber Reihe ift [a--(n—1)d]c»-1. 

Man fege 
s =a + (a + d)e + (a+2d)e? +... -+ [a + (n—1)d]c*- 
multiplicire die Gleichung mit c, daß liefert 
cs — ac + (a-}d)e? + (a +2d)e? --.... -+ [a-]--(n— 1)d]ce* 
löfe alle Klammern auf, mit Ausnahme derer des legten 
Gliedes іп ber zweiten Gleichung, und fubtrabire die erfte 
Gíeidjung von der zweiten; baburd) entfteht 
(c — 1)s = [a + (n — f)d]e" —a — (cd+c?d+c?d-+ .... 

+ сп—14) 


= [а + (n — I)dje" — a 


und hieraus folgt 
„—® + (п — Idee —a ` (с°—1 — 1)еа 
— c—1 (e —1)} "' 
39) Die Eumme der erften n Glieder der Reihe 
а (244-4)с (3a + 3d)c? (4а -+ 64де? .... 
deren ntes бїї (na -+ n4d)c^— ift, zu beftimmen. f 


E 


ми 


2 (c?! — 1)cd 
с—1 











ч 
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Man hat 

s = а + (2a+d)ce + (2a-4-3d)c? + .... + (ma+tn,d)e-1, 

Diefe Gleichung werde mit c multiplicirt, das liefert 

cs = ac + (2a-]-d)c? + (3a 4-3d)c? +... + (na 4-n4,d)e» 

Man löfe ale Klammern auf, mit Ausnahme der Klammer 

im legten Gliede ber zweiten Gleichung, und fubtrahire bie 

erfte Gleichung von der zweiten; еб ёл ер 

(c—1)s — (па4-п,д)с" — ſa (a+d)c + (a+2d)c?-+.... 
+ [a + (n — 1)4]с*—1]. 

Der Eubtrahend rechts ift bie Reihe in ber vorigen Num- 

mer. Daher Bat man 


(c—1)s=(na-+n,d)e — [a1-(n—1)d]c" —а A 1)с4 


с-1 “(6-41)3-- 
unb daraus 
_ .(nad-nad)e"  [a4-(n—1)d]e"—a | (с"7--1)64 
85— c—1 A (—Di T (с-41957 


40) Ein Kapital a trage p Procent Zinfeszinfen. Zu Anfange 
реб zweiten Jahres wird zu dem, was malen ift, ein 
Kapital b gefügt, eben fo zu Anfange des dritten. 20066 
Kapital b trage ebenfall& p Procent Zinfeszinfen. Was 
wird am Ende des nten Jahres erwachfen fein? 

(s n 10%) (5 + Py _ (100 + pb 


р 100 р 





Fünftes Kapitel. 


Combinationslehre, 


$. 60. 


Jede Nebeneinanderftellung oder Folge von Dingen, Zeichen, 
bei welcher man 6106 bie Folge (Ordnung) beachtet, nicht aber 
bie Bedeutung, welche fonft damit verbunden ift oder werben fann, 
heißt eine Gomplerion oder Verbindung diefe Dinge, 
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Zeichen, und bie Dinge, Zeichen, heißen die Elemente bet 
Eomplerion. | 

So ift 132 eine Gomplerion der Elemente 1, 3, 2, wenn 
bío8 die Folge ber Elemente beachtet und davon abgefehen wird, 
dag 132 die Zahl Ein Hundert zwei und dreißig oder auch das 
Produkt 1-3-2 vorftellen fann. 

Eine Complerion ift ohne Wiederholung, wenn fein 
Element mehr ald einmal іп ihr auftritt, mit Wiederholung 
im enigegengefegten бай. 

Irgend eine Gomplexion Pet fih entweder von felbft als 
die urfprüngliche heraus, oder wird als fole feftgefept. Diefe 
heißt der Inder ober Zeiger aller übrigen Verbindungen. Eine 
Verbindung heißt wohlgeordnet, wenn in ifr fein Element, 
welches im Zeiger fpäter erfcheint, einem folchen vorangeht, das 
im Zeiger feine Stelle früher hat. 

Akkorde, Melovieen Tonnen als Complerionen von Tönen 
gelten, deren natürlicher Inder die Scala ihrer Tonart ift. — 
Für Buchftabenverbindungen betrachten wir das Alphabet als 
Inder, für Ziffernverbindungen die Zahlenreihe; dann find з. B. 
afgx, 1138 wohlgeordnete Gomplerionen. 

Die Eomplerionen werden in Klaſſen geteilt, nach der Ans 
zahl der Elemente, welche fie umfaffen; und eine Gomplerion heißt 
von ber nten Klaffe, wenn fie n Elemente enthält. Der Anas 
logie gemäß wird ein einzelnes Element auch eine Complerion bet 
erften Klaſſe genannt. — abc, aabbb find beziehlih Complerios 
. nen der dritten und fünften Klaſſe. 


6. 61. 


Gegebene Elemente permutiren ober verfegen heißt, alle 
möglichen Verbindungen bilden, deren jede fammtliche gegebenen 
Elemente umfaßt. Die duch das Permutiren von n Elementen 
bervorgegangenen Complexionen machen die nte Permutations 
Elaffe jener n Elemente aus. Sede Eomplerion einer Permutas 
tiondklaffe heißt eine Berfegung in Bezug auf jede andere 
Gomplerion derfelben Permutationsklaſſe, auch eine Verſetzung 
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ſchlechthin. Die nte Permutationsflaffe aus n Elementen a, b, 
C .... wird bezeichnet durch 
P (a, b, c ....). 


Statt P (aa ....bbb....cc....) pflegt man P (агЬёс» eO) zu 
ſchreiben, wenn nämlich bie Elemente a, b, c.... beziehlich a, B, 
Yo... mal im Zeiger vorfommen. бө (ф 8 man 4, B. 


6 6 

P(a?b?c) {ан P(aabbbc). Die hier vorkommenden Erponen- 
ten nennt man Wiederholungderponenten. Sie dürfen mit Potenz 
exponenten "nicht verwechfelt werben. | 


6. 62. 


Das Permutiven ift eine rein 106 фе Operation. Die fol; 
genden Beifpiele geben dazu hinreichende Anleitung. 


2 8 4 
1) P(ab) 2) Р (abc) 3) P(abed) 
ab abc abcd cabd 
ba acb abdc cadb 
bac acbd сЬаа 
bca acdb cbda 
cab adbe cdab 
cba adcb cdba 
bacd dabe 
- bade dacb 
bead dbac 
beda dbca 
bdac deab 
О, bdca deba 
5 
4) Равы) 5) Р(а?Ъ?с) 6) P(a2b?) 
aabc aabbc babca aabbb 
aacb aabcb  bacab ababb 
abac aacbb  bacba abbab 
abca ababe bbaac abbba 
acab abacb bbaca baabb 
acba abbac bbcaa babab 
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baac abbca bcaab babba 
baca abcab bcaba bbaab 
bcaa abcba bcbaa bbaba 
caab acabb caabb bbbaa 
caba acbab cabab 
cbaa acbba cabba 

baabe cbaab 

baacb cbaba 

babac cbbaa 

6. 63. 


Die Anzahl ber Complerionen einer PBermutationskfaffe 
abc ....) wird bezeichnet durch | 
МР (abe ....). 
1d) bei ben fpäter vorfommenben Verbindungsarten fol das 


Affenzeichen nebft einem vorgefegten N die Anzahl der бош» 
mionen der Klaffe- vorftellen. 


$. 64. 
Ge ijt 
I. NP(abc....) = n! 
n n! 
II. NP (aebßcy. Us .) == alBlyl.... 


І. Sunádjft werde gezeigt, daß, wenn q Elemente v Ber- 
dungen geftatten, alddann q + 1 Elemente (q +1 )v Verſetzun⸗ 
m liefern. Zu dem Ende denfe man q+- 1 verfchievene Cle- 
mie a, b, c, d.... und ihre fammtlidjen Verfegungen. Die 
mahl derjenigen diefer Verfeßungen, welche mit a beginnen, ift 
fmbar fo groß, wie die Anzahl ber Verfegungen, welche bie 
Mrigen q Elemente b, c, d.... zulaffen. Geftatten alfo q Eles 
ente v Verfegungen, fo wird man v mit a beginnende бош» 
erionen vorfinden. Eben fo groß muß bie Anzahl der mit b 
ginnenden Gomplerionen fein; und eben fo viele Gomplerionen 


ginnen mit c, mit d u. f. f. Daher fat man fo viel mal v 
Wolff's Anal. u. Differ. 3te Aufl. 7 
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Berfegungen ald Elemente vorliegen, alfo überhaupt (q + (e 
Berfegungen. 


Nun geftattet ein Element eine Gomplerion, alfo liefern, 
nach dem eben erwiefenen Gefeg, zwei Elemente .2-1 Verſetzun⸗ 
gen, drei Elemente 3-2-1 Berfegungen u. f. m. ^n Elemente, 
n! Verfegungen. Das ift der erfte Сав. 


II. Man denfe fammtliche Verfeßungen n verfchiedener Ele- 
mente. Die Anzahl der Berfegungen ift nl, — Man wähle 
irgend eine biejer Verbindungen, in ihr a Elemente an beliebigen 
Stellen. Man verfege diefe a Elemente, fo oft e8 angeht, mäh, 
rend bie übrigen n — a Elemente an ihren Stellen bleiben. Das 
durch ergeben fid) a! Gomplexionen, in welchen bie n — а Ele 
mente einerlei Stellung haben, bie a Elemente aber verfchiedene 
Stellen einnehmen. Diefe a! Complerionen finden fid) по удеп» 
dig unter den urfprünglichen n! Berfegungen vor; unb fie fallen 
in eine Complerion zufammen, (00810: man bie a Elemente ein- 
ander gleich fegt. — Man wähle weiter irgend eine jener n! 
Verbindungen, welche nicht unter ben eben gedachten a! Verbin» 
dungen befindlich ijt, verfeße in ihr diefelben a Elemente, fo oft 
e$ angeht, und während bie übrigen n— a Elemente an ihren 
Stellen bleiben, und её entftehen abermald а! Complerionen, in 
welchen nur bie a Elemente ihre Stellen gewechſelt haben, bie 
übrigen einerlei Stellung einnehmen. Auch diefe Gomplerionen 
müffen fid) unter den urfprünglichen n! Verbindungen vorfinden, 
und fie fallen in eine zufammen, fobald bie a Elemente einander 
gleich werden и. f. f. — (8 erhellet hieraus, daß bie n! «Ber; 
fegungen fib in Partieen von je a! Verſetzungen theilen, berges 
ftalt, bag bie SBerfegungen je einer Partie in eine SBerfegung 
übergehen, fobald jene а Elemente gleich werden. Die Anzahl 


| 
biefer Partieen ift A Eben fo" groß ift alfo aud) bie An- 


zahl ber SBerfegungen, welche n Elemente zulafien, wenn uns 
ter ihnen a gleiche fid) befinden. — Und Тарі man in ben 


! 
^ч“ Berbindungen ferner В Elemente einander gleih wer 
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den, fo erhellet wie vorher, daß dann ——— ur die Anzahl ber 


Verbindungen ift; und fo ergiebt fid) überhaupt der zweite Eag. 


6. 65. 


Gegebene Elemente mit Wiederholung variiren heißt, 
alle möglichen Verbindungen aus О еп Elementen entwideln; 
gegebene Elemente ohne Wiederholung variiren heißt alle 
Verbindungen aus ihnen herſtellen, welche feine Wiederholung 
enthalten. 

Die aus n Elementen a, b, c .... entwidelten Gompléxionen, 
deren јере q Elemente umfaßt, machen die oi Bariations- 
flaffe jener n Elemente aus. Die qte Variationsklaſſe ber 
n Elemente a, b, c.... mit Wiederholung bezeichnen wir Durch 


_ Ў: (аре... .) 
ohne Wiederholung burd) 


q 
V(abe....). 


$. 66. 


Aufgabe. Es find n Elemente a, b, c.... gegeben; man 
{ой Ме Variationen derſelben entwideln mit und ohne Wieder: 
bolung. 

Auflöfung I. Mit Wiederholungen. 

1) Man fchreibe bie gegebenen Elemente nieder, und bes 
trachte jedes einzelne ald eine Gomplerion, fo hat man bie erfte 
Bariationdflaffe ber gegebenen Elemente. 

2) Jeder Gomplerion der erften Bariationdflaffe fege man 
jedes Clement vor. Die entftehenden Complerionen bilden bie 
zweite Variationsklaſſe. 

3) Seder Complerion der zweiten Bariationstlafe fege 
man jedes Element vor, unb man hat bie dritte Variations⸗ 
klaſſe u. f. w., u. f. w. 

II. Ohne Wiederholung. Man verfahre wie vorher, vers 
= meide aber das Bilden von Gomplextonen, welche Wiederholun⸗ 


gen enthalten würden. 
Җ- 15 


100 Gombíinationelefre. 6. 66. 67. 


9. 9. 
1 1 
1) V'(abc) a, b, c . 2) V(abo) a, b, c 
mm 87707770 ТЭГ 3  —— — 
Vi:(abc) aa, ab, ac V(abc) ab, ac 
ba, bb, be ba, bc 
ca, cb, cc ca, cb 
3 8$ 11 
V!(abc) aaa, aab, аас V(abc) abc, acb 
aba, abb, abc bac, bca 
aca, acb, acc cab, cba 


baa, bab, bac 
bba, bbb, bbc 
bca, bcb, bcc 
caa, cab, сас 
cba, cbb, ebe , 
cca, ccb, cec 


ӯ: (abc) aaaa, aaab, ааас 

aaba, aabb, aabc 

u. f. w. 

Beim Variiren mit Wiederholungen fchreiten bie Variations⸗ 
- Hafen ohne Ende fort, beim Bariiren ohne Wiederholung ift bie 
Anzahl der Bariationdklaffen gleich der Anzahl der Elemente, und 
die legte Variationsklaſſe ift eine reine und volftändige Permus 
tationdflaffe. 


8. 67. 
Sind n Elemente a, b, с.... gegeben, fo ift 
I. ТҮ (авс e.) — nd. | 
П. NV (abc....) == n(n — 1) (а — 2).... [в —(q — 15] 
n! 


— а! 
= 9) q!n,. 


Der Beweis zu І. fallt in bie Augen. 

II. Die Anzahl der Gomplerionen der erften Variations⸗ 
Hate ift n. Die zweite Variationsklaſſe ohne Wiederholung ent» 
fteht, indem шан jedes Element den n — 1 übrigen Elementen 


Р 
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vorfebt. Daher enthält diefe Klaſſe n(n — 1) Gomplerionen. 
Die dritte Bariationstlaffe ohne Wiederholungen geht hervor, 
wenn man jeder Verbindung ber zweiten Klaſſe jedes einzelne bet 
n — 2 Elemente vorfegt, welche bie Verbindung nicht (djon ем: 
halt. Daher ift bie Anzahl ber Verbindungen der dritten Kaffe 
n(n — 1) — 2) u. f. w., die Anzahl der Verbindungen ber 
gten Klaſſe nn — 1)(n —2) .... [n — (9 — 1)]. 


` 6. 68. 


Wenn man von ben DVariationen gegebener Elemente mit 
ober ohne Wiederholung alle nicht wohlgeorbneten Verbindungen 
ftreicht, fo bilden bie übrig bleibenden fammtlichen wohlgeorbneten 
Verbindungen die Kombinationen der gegebenen Elemente mit 
oder ohne Wiederholungen. Die Gombinationen zerfallen gleich 
den Barlationen іп Klaſſen. Die qte Klaffe ber Gombinationen 
aus ben n Elementen а, b, c.... mit Wiederholungen wird bes 
zeichnet durch 


Cabe ....) 
ohne Wiederholung durch 


q 
C (abc ....) 


$. 69. 


Die Entwidelung der Combinationsflaffen аиб gegebenen 
Elementen a, b, с.... erfolgt wie die ber Variationsklaſſen, mit 
dem Unterfchiede, daß man 0106 wohlgeordnete Verbindungen ber, 
fellt, die nicht wohlgeordneten vermeidet. 





3.82. | 
1 
1) СХас4) а, Ь, с, а 
Мин е — — 
Ci(abed) аа, ab, ac, ad 
bb, be, 54 
cc, cd 
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3 
C(abcd) ааа, аа, aac, aad 
abb, abc, abd 


acc, acd 

add 

bbb, bbc, bbd 
bcc, bed 

bdd 

ccc, ccd 

cdd 

ddd 


A 7 
C'(abed) аааа, aaab, aaac, ааай 

| aabb, aabc, aabd 

u. ſ. w. u. ſ. w. u ſ. w. 


d ` 
2) C(abede) a, b, с, d, e 


— À— M — — — — —À 


2 
C(abcde) ab, ac, ad, ae 





be, bd, be 
cd, ce 
| de 
C(abede) abc, abd, abe 
acd, ace 
ade 
bcd, bce 
bde 
cde 
— — maL 
C(abcde) abcd, abce 
abde 
acde 
* bede 
5 
C(abcde) abcde 


Die Gombinationéffaffen mit Wiederholungen fchreiten ohne 
Ende fort. Beim Combiniren ohne Wiederholungen ift die Ans 
zahl der Klaffen gleich ber Anzahl der Elemente, und bie lebte 
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Sombinationdflaffe beſteht aus einer Complexion, welche bie 
aͤmmtlichen gegebenen Elemente umfaßt. 


$. 70. 
‚Веі n Elementen a, b, c .... ift 
1. NÓ(sbe A = (n + q — 1,. 
П. NC(abe ....) =. 


I. Die Anzahl der Complerionen erer 810 6 ift n, ober 
у. Aus der Entwidelung der zweiten Combinationsflaffe ег: 
ellet, bag Ме Anzahl ihrer Gomplerionen gleich ift 

at+ta-N+am—-9+.. +1 
der gleich 
n, tn — 1), (а —29, +-...+1, 
velhes nad) $. 44 gleid) it (n + 1),. 

Wenn man genauer beachtet, wie Ме dritte Combinations- 
[affe аиб ber zweiten hervorgeht, wird erfannt, daß bie Anzahl 
er Complerionen der dritten Combinationdklaffe gleich ift 

(n + 1), J- n; -- (n — 1), 4-(n — 2), 4-.... +2 
nd das ift (n + 2),. 

Und fo folgt weiter, bag bie Anzahl ber Complerionen in 
er gten Combinationdflaffe (n + q — 1), ijt. 

П. Aus der qten Combinationdklaffe geht die qte Запа: · 
ionéfíaffe hervor, wenn man jede Gomplerion permutirt. Die. 
Inzahl der Berfegungen von q Elementen ift oul. Folglich ut 
ie Anzahl der Complerionen іп der qten Varintiondflaffe das 
ı!fache von der Anzahl der Gomplerionen in der qten Combina: 
ionsklaſſe. Sft alfo diefe Anzahl х, fo hat man nah $. 67 П. 

ois = Olne 
mb deshalb ift nq bie Anzahl ber Complerionen in der qten 
Sombinationdflaffe. 


$. 71. 


Wenn man aus gegebenen Zahlen ald Elementen alle Com: 
lerionen von q Elementen mit Wiederholungen bilvet, bie fid) 
ergeftalt bilden laffen, daß bie Summe ber Elemente in jeder 
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Eomplerion bie Zahl s ausmacht, fo hat man in diefen Com- 
plerionen die qte DVariationsflaffe jener Elemente zur Summe 
s und in den wohlgeoroneten Gomplerionen die qie Combina: 
tionsflaffe зит Summe s. Die qte Variationsklaffe zur Summe 
s аиб gegebenen Elementen bezeichnet man, ‚indem man den Elez 


q 
mentem ald Zeiger das Zeichen "V vorfegt, bie qte Combinations: 
Haffe zur Summe s, indem man ben Zeiger С vorfegt. 


6. 72. 


Aufgabe. Die qte Bariationsflaffe zur Summe з aus 
den Elementen 0, 1, 2, 3 .... zu entwideln. 

Auflöfung Man fchreide q — 1 Nullen nieder und zus 
legt die Zahl s, fo hat man die erfte Gomplerion. — Um aus 
irgend einer Gomplerion die nàdjft folgende zu bilden, unterfcheibe 
man, ob 946 legte Element rechter Hand Null ift oder nicht. 
St das legte Element nicht Null, fo vermindere man daſſelbe 
um 1 unb vermehre dagegen das vorlegte um 1. Iſt das legte 
Element Nul ober find mehrere der legten Elemente Null, fo 
gehe man von der Rechten zur Linfen 016 zum erften Element, 
welches nicht Null ift, erhöhe das links daneben ftehende um 1, 
fchreibe vedjtà von dieſem überall Nul bis auf bie legte Stelle, 
in weldhe man die Ergänzung zur Summe s fegt. Die legte 
Verbindung ift bie, welche links in ber erften Stelle bie Zahl s, 
alfo in den übrigen Stellen Nullen enthält. 

Aehnlich ergeben fi) aus ben Elementen 1, 2, 3 .... bie 
Variationsklaſſen zu beitimmten Summen. 


Beifpiele 
1) Variationen zur Summe З аиб den Elementen 0, 1, 2,3... 
1fte Klaſſe 2te affe Jte Фоайе 
3 03 003 111 
12 012 120 
21 021 201 
30 - 030 210 


102 300 


y 72. 
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Ate Klaſſe 


0003 
0012 
0021 
0030 
0102 
0111 
‘ 0120 
0201 
0210 
0300 


1002 
1011 
1020 
1101 
1110 
1200 
2001 
2010 


2100 ` 


3000 


Die Klaſſe 


00003 
00012 
00021 
00030 
00102 


. 00111 
“ 00120 


00201 
00210 
00300 
01002 
01011 
01020 
01101 
01110 
01200 
02001 
02010 
02100 
03000 


10002 
10011 
10020 
10101 
10110 
10200 
11001 
11010 
11100 
12000 
20001 
20010 
20100 
21000 
30000 
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Aus jeder fpäteren Variationsklaſſe laffen fij) ale voran: 
gehenden heraudfondern. 3. B. 


0101013 0105 
01011 2 014 
002 1 023 
01013 0 032 
0102 041 
01111 050 
01120 104 
0/201 113 
0210 122 
0300 131 
1002 140 
1011 203 
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1020 212 
1101 221 
1110 230 
1200 302 
2001 311 
2010 320 
2100 401 
3000 410 
500 
2) Variationen ur Summe 5 aus ben Elementen 1, 2.... 
ifte Klaſſe 2te Klafie dte Klaſſe 
5 14 113 212 
23 122 221 
32 131 311 
41 
Ate Klaſſe 91е Klaſſe 
1112 11111 
1121 
4211 
2111 
3) Variationen zur Summe 6 aus ben Elementen 1, 2.... 
1 fte (affe 2te Klaſſe Зіе Klaſſe 
6 15 114 222 
24 123 231 
33 132 312 
42 141 321 
| 51 213 411 
die Klaſſe Ste Klaſſe Die Klaſſe 
1113 1311 11112 111111 ` 
1122 2112 11121 | 
1131 2121 11211 
1212 2211 12111 
1221 3111 21111 
Aus den Elementen 0, 1.... gehen bie Bariationsflaffen 
zu beftimmten. Summen ohne Ende fort, aus den Elementen 1, 
2.... aber giebt e zur Summe з nicht mehr ald s Variations- 


klaſſen. 
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6. 73. 


Die Anzahl der Complerionen in der gien Variationsflaffe 
zur Summe s aus den Elementen 1, 2.... ift 


- (s — 1)4a 
aus den Elementen 0, 1 .... aber 
(8 + 9 — 1a. 


Die Beweiſe ergeben fih ähnlich wie $. 70 I., wenn man 
die Klaffen vergleicht und ihre Bildung genauer beachtet. 


6. 74. 


Aufgabe. Die qte Kombinationdflaffe zur Summe з aus 
den Elementen 0, 1, 2.... zu entwideln. 


Auflöfung Man fchreite q — 1 Nullen nieder unb 
zulest bie Zahl s, jo Hat man bie erfte Gomplerion. — Um 
aus irgend einer Gomplerion bie „nächft folgende zu bilden, ün- 
terfcheide man, ob das legte Element um mehr al8 1 größer ift 
al8 das vorangehende oder nicht. Sft das legte Element um 
mehr aíó 1 größer al das vorangehende, fo vermindere man 
daffelbe um 1 und vermehre dagegen das vorangehende um 1. 
Sft das legte Element nicht um mehr aló 1 größer ald das 
vorlegte, fo gehe man von ber Rechten zur Linfen bis zum 
nächften Element, welches um mehr als 1 feiner ift als das 
legte Element, erhöhe jeneg Element um 1, fchreibe rechts von 
igm überall баб durch Erhöhung erhaltene Element bis auf bie 
legte Stelle, in welche die Ergänzung zur Summe s zu {ереп ift, 
tie aber nicht feiner werden darf ald das vorangebenbe Element. 
Die legte Verbindung ift diejenige, welche fein Element enthält, 
das um mehr ald 1 einer ijt ald Das lebte. 


Achnlich ergeben fid) aus ben Elementen 1, 2.... tie 
Combinationsklaſſen zu beftimmten Summen. 
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3.8. | 
4 4 6 - 4 
1)'C(,1..). 2) ECO, 1.a) 3) °C0,1..) 4) !?C(1,2..) 
001017 0008 000006 1119 
00,16 0017 000015 1128 
0025 0026 000004 1137 
00134 0035 000 033 1146 
0115 0044 0001114 1155 
0124 0116 000123 1227 
0183 0125 000222 1236 
0223 0134 — 001113 128 
1114 0224 001122 1344 
1123 0233 оттто 
| 2226 
1222 1115 (11111 2235 
1124 2241 
1133 2334 
1223 8333 
2222 


Beim Gombiniren zu beftimmten Eummen folgt bie Anzahl 


ber Gomplerionen feinem einfachen Geſetz, unb wir Fünnen be - 
Beſtimmung diefer Anzahl entbehren. 


чь 


Mebungen und Praktifches. 
6. 75. 

1) Was verfieht man unter einer Gomplerion, und unter den 
Elementen berjelben? Was ift der Zeiger? Was heißt o 
eine Gomplerion habe Wiederholungen, fei ohne Wiederho⸗ 
fung, fei wobígeotbnet? Was heißt еб, gegebene Elemente 
permutiren, unb wie viele Verſetzungen geftatten n verfchle 
dene Elemente; wie viele n Elemente, unter denen а gleiche 
fih befinden? Was heißt có, gegebene Elemente variiren 
mit Wiederholungen, ohne Wieverholung? Was verſteht 
man unter der qten SSariationàffafje? Wie bibet man bie 
Variationen gegebener Elemente, mit oder ohne Wiederho⸗ 
lung? Wie viele Complerionen enthält bie сіе Variations⸗ 
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2) 


3) 


4) 


3) 


6) 


flaffe mit Wiederholungen aus n Elementen, wie viele bie 
qte Bariationsklaffe ohne Wiederholungen aus n Elementen ? 
Was find die Kombinationen gegebener Elemente und wie 
erhält man biefeíben? Aus wie vielen Complexionen befteht 
bie qte Combinationdklaffe aus n Elementen mit Wiederhos 
lungen, ohne Wiederholung? Was find Variationen, Coms 
binationen zu beitimmten Summen und wie werden fie ges 
bildet aus den Elementen 0, 1, 2...., oder aus ben Eles 
menten 1, 2... .? | 
Wie groß ift bie Anzahl aller Berfegungen der Elemente 
abcdef? 

720. | 
Wie viele diefer Verfegungen beginnen mit a, wie viele mit 
ab, wie viele mit abc? 

120, 24, 6. | 
Wie viele jener Gomplerionen haben a in ber dritten Stelle, 
wie viele haben a im der dritth und b in der vierten; in 
wie vielen ftehen bie Elemente abc wohlgeoronet neben eins 
ander, und in wie vielen finden fid) diefe drei Elemente 
überhaupt neben einander? 

120, 24; 24, 144. 
Wie groß ift bie Anzahl aller Verfegungen ber Elemente 
abbccc? Wie viele diefer Verfegungen beginnen mit a, 
wie viele mit ab, wie viele mit abc? 

60. 10, 4, 3. | 
Wie viele Complerionen enthält bie vierte Bariationdflaffe 
mit Wiederholungen aus den Elementen abcd, und wie viele 
bie vierte Bariationdflaffe ohne Wiederholungen $ 

256, 24. 
Wie viele Gomplerionen giebt еб in der vierten Variations⸗ 
Нафе mit Wiederholungen aus ben Elementen abcde, welche 
das Element а” enthalten, wie viele, welche die Elemente a 


` und b enthalten? 


369. 194. 
Die nte Variationsklaſſe mit Wieverholungen aus v Elez 
menten umifchließt ſtets bie nte SSariationeffaffe aus v— х 
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8) 


9) 


10) 


Sonibinationslehre. 6. 75. 


derfelben Elemente. Die vierte Variationsklaſſe aus ben 
Elementen abcde umfchließt alfo bie vierte aus bede, und 
diefe wiederum bie vierte aus сае. — Die Anzahl aller 
Eomplerionen ber vierten Заг ай онд ае mit Wieverholun: 
gen аиб den Elementen abcde ift 
5%. 
Werden von bieden bie Gomplerionenen aus bede, deren 
Anzahl A3 ift, unb bie fein a enthalten, zurüdgenommen, 
fo bleiben 
5+ — 4+ — (25 + 16) (25 — 16) 
— 369 
Gomplerionen, und jede von ihnen enthält a. Man denfe 
die Gomplerionen aus acde; fie enthalten fein b und ihre 
Anzahl it 4+. Unter ihnen befinden fih bie aus cde, 
ohne a, deren Anzahl 3+ ift, und bie bereit oben mit denen 
aus bede zurüdgenommen wurden. Die Anzahl der a епі: 
haltenden &omplerionen aus асе ift daher 
4% — 3+ — (16 + 916 — 9) = 175 
und werden diefe nod) von ben oberen 369 Gomplerionen 
zurüdgezogen, fo bleiben 
194 
Gonmplertonen, welche a enthalten und zugleich b. 
Und wenn man aus den Elementen abcdef bie vierte Bas 
riationsflaffe ohne Wiederholung bildet, wie viele Gomplerio: 
nen, derfelberi finden fich, in welchen das Element а erfcheint, 
wie viele, in welchen- bie Elemente a, b und с nicht vor: 
{оттеп ? 
240, feine. 
Wie viele Complerionen umfaßt bie dritte Combinations- 
ае ohne Wiederholungen aus ben Elementen abcdef, wie 
viele bie dritte Combinationsflaffe mit Wiederholungen aus 
denfelben Elementen? 
20, 56. 
Wie viele Amben, Ternen, Duaternen und Quinternen bes 
finden fih unter 90 Nummern? (Amben, Ternen u. f. vo. 
find Verbindungen aus zwei, drei u. f. w. Elementen ohne 
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11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


Rüdficht auf die Folge, fo bag з. B. abc, ach, bca u. f. 10, 
diefelbe Terne ijt.) 

4005, 117480, 2555190, 43949268. 
Wie oft laffen fid) 12 Elemente in zwei Abtheilungen brin; 
gen, von welchen die eine drei, die andere die neun übrigen 
Elemente enthält? 

220 Mal. 
Auf wie viel Arten laffen fid) aber 12 Elemente in drei Abs 
theilungen bringen, von welchen bie eine 3, bie zweite 4, 
die dritte 5 Elemente enthält? 

Auf 27720 verfchiedene Arten. 
Und wenn 14 Elemente in vier Abtheilungen gebracht wers 
den follen zu 2, 3, 4 unb 5 Elementen, іп wie viel vere 
ſchiedenen Weiſen ift bas möglich? 

In 2522520 Weiſen. 
Jn wie viel verſchiedenen Weiſen Tonnen n Elemente in 
Abtheilungen gebracht werben, bie einzeln a, b, с.... Elez 
mente enthalten? 

Sn n,-(n — a) (n — a — b). .... Weiſen. 
Welches find bie fammtlichen Theiler zu der Zahl 210? 

1,2, 3, 5, 7; 6, 10, 14, 15, 21, 35; 30, 42, 70, 

105; 210. 

Es ift eine Reihe von n Elementen a, b, c, d.... беде; 
ben, und eine Reihe von п’ Elementen а, b', c'...., wie 
viele Complexionen zweier Elemente laffen fid) bilden, von 
welchen das eine ber einen, dad andere der zweiten Reihe 
angehört? 

nn. ` 
Und wären drei Reihen von Elementen gegeben, von n, n’ 
und n" Elementen, wie viele Gomplerionen dreier Elemente 
ließen fid) bilden, von welchen das eine ber einen, dad andere 


ber zweiten, das Dritte der dritten Reihe entnommen ift? 


піт”. 
Eine zuſammengeſetzte Zahl z, in ihre einfachen Faktoren 
zerlegt, liefere раб SDrobuft a«bPc». Wie findet man alle 
Theiler blefer Zahl, unb wie groß ift die Anzahl berfelben? 


Y 
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Die fammtlichen Theiler werden erhalten in den Sums 
maden des Propuftes: 


(1 -- a -- a? .... 4-а) (1 -- b -- b? +... + bp 


19) 


(1 -+e +... -+ c?) 
unb bie Anzahl aller Theiler it (a + 1) (8 + 1) (у -- 1). 

Wegen des Faktors ae hat nämlich bie gegebene Zahl z 

jede der Zahlen 

1, a, a? .... aa | 
zum Theiler; wegen be8 Faktors bP ift fie theilbar durch 
jede der Zahlen 

” 1, b, b? ....b? 
unb wegen des Faktors c" durch jede ber Zahlen 

1, c, c? .... o7. 

Nun erhellet, daß, wenn man irgend eine Zahl der einen 
Reihe nimmt, irgend eine der zweiten und irgend eine ber 
dritten, dad Produkt folcher drei Zahlen ein Theiler zur ges 
gebenen Zahl z ift; und daß man alle Theiler ber Zahl z 
erhält in den fammtlichen SDrobuften, welche fid) folcher- 
geftalt bilden laffen. Daraus ergiebt fih die Anzahl. 
der Theiler nach ber vorigen Aufgabe. Und daß die 
Theiler | ЮЙ in ben Summanden des oben angegebes 
nen Produktes beftehen, folgt leicht aus ber Regel der 
Multiplication. 
Auf ben Theilfcheiben der Fleineren englifchen Drehbänfe 
find gewöhnlich bie Theilungen 360, 144, 112, 221, 209 
angebracht; welche Theilungen laffen fid) vermittelt folder 
Theilfcheibe ausführen? 

Durch bie Theilung 360 fann man theilen in 2, З, 4, 
5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18, 20, 24, 30, 36, 40, 45, 60, 
42, 90, 120, 180, 360 Theile. ` 

Dur 144 in 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 36, 
48, 72, 144 Theile. 

Durch 112 in 2, 4, 7, 8, 14, 16, 28, 56, 112 Theile. 

Durch 221 in 13, 17, 221 Theile. | 

Durch 209 in 11, 19, 209 Theile. 
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20) 


21) 


22) 


Ueberhaupt alfo fann man folgende Theilungen ausführen: 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 
18, 19, 20, 24, 28, 30, 36, 40, 45, 48, 56, 60, 72, 
90, 112, 120, 144, 180, 209, 221, 360. 
Auf wie viele Weifen laffen fih die 52 Karten des vollen 
Spield an bie vier Whiftfpieler austheilen? Wenn bie Kars 
ten vertheift find, auf wie viele Arten fann ber erfir Stich 
gemacht werben, ber zweite, ber dritte u. f. w.? Auf wie 
viel Arten läßt fid) bei berfelben Vertheilung der Karten 
das Spiel (р ен? Wie groß ift endlich bie Anzahl aller 
möglichen Whiſtſpiele? 

Die Karten fónnen. vertheilt werben in 52, ,:39,,-206,, 
Weifen. Der ere, zweite, dritte u. f. w. Stich fann ges 
macht werben бейер auf 13*, 123, 11*.... Arten. Bei 
derfelben Vertheilung der Karten find (139* Spiele mög, 
lich, und 52! if die Anzahl aller möglichen Whiftfpiele. 
Man fol alle Werthe von x, y und z angeben, welche 
Null oder pofitive ganze Zahlen find und weldje ber bios 
phantifchen Gleichung 

x+y+3=4 
genügen. 


Die Werthe find 


210, 0, 0, 0, 0, 1, 
unb fie werden gegeben durch bie Dritte (affe рег Запа» 
tionen aur Summe 4 au$ den Elementen 0, 1 .... 

Und folte man alle Werthe von n Unbekannten angeben, 
welche Null oder pofitive ganze Zahlen find, und für welche 
die Summe der Unbefannten eine pofitioe ganze Zahl s ift, 
fo wird man alle jene Werthe erhalten vermittelft der nten 
Bariationsflaffe zur Summe s aus den Elementen 0,1,2.... 
Ale Werthe von x, y, z unb t anzugeben, welche Null 
oder pofitive ganzen Zahlen find, und welche der Gleichung 

1.х + 2y + 32 + 4t— 8 
ent(preden. 


Wolffe Anat. u. Differ. Ste Auf. 8 
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23) 


6. 75. 


Gombinationslehre. 


Aus ben Elementen 1, 2, 3, 4 entwidele man alle Gom 
binationsflaffen zur Summe 8. Jede Gomplerion liefert 
eine Auflöjung, indem man bie Zahl, welche angiebt, wie 
oft das Element 1 in der Complerion erfcheint als Werth 
von x, bie, welche anzeigt, wie oft 2 erfcheint ald Werth 
von y u. f. 10. nimmt. ёо findet fid) 


м 
gel 
Sls 


44.... 
134 .... 
224.... 
233.... 

1124.... 
1133... 
1223.... 
2222 


зоор ог © 
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11114... 

11123 .... 

11222.... 

111113.... 

111122.... 

1111112.... 
11111111.... 

Alle Gomplerionen ber qten Gombinationaffaffe mit Wieder⸗ 
holungen aus ben Elementen a, b, c, d.... m gehen aus 
dem Ausdruck 
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hervor, wenn man für bie Wiederholungderponenten nad 

und nach alle zufammengehörigen Werthe fegt, die Null ober 

pofitive ganze Zahlen find und der Gleichung 
44-8----0--...44-8-54 

entfprechen, dabei in ben einzelnen Gomplexionen Ме Elemente 

auslagt, deren Wiederholungserponent ben Werth Null erhält. 


Beifpiele, 


a) Die vierte Eombinationsklaffe mit Wiederholungen aus 
den Elementen a und b ergiebt fich folgendermaßen 
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24) 
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В = 4 аЬ 
0 aaaa 
1 aaab 
2 aabb 
3 abbb 
A bbbb 
b) Dritte Combinationdflaffe mit Wiederholungen aus ben 
Elementen а, b, с: 


300 a? 
210 a?b 
120 ab? 
030 b? ` 
201 a?c 
111 abc 
021. be ` 
102 ac? 
012 bc? 
003 c? 


Wahrſcheinlichkeitsrechnung. 


Es fel n bie Anzahl aller möglichen Bälle, welche in Be⸗ 
zug auf irgend Etwas mit gleicher Leichtigkeit Statt finden 
oder eintreten Tonnen, Unter bieden n Шеп feien q Fälle 
irgend einem Greignig, einem Umftande u. f. 10. günftig, bie 
übrigen nicht. Dann fagt man: bie Wahrfcheinlichkeit 


für dad Greignig u. f. w. fei i. Unter der Wahrfchein: 


lichkeit wird alfo verftanden 049 VBerhältniß der An: 
1491 ber günftigen Fälle zu ber Anzahl aller mög» 
[iden walte, 

St q=n, Ф. 6. find alle Fälle günftig, fo muß das 


Ereigniß eintreten. Der Quotient i wird alddann 1 und 


repräfentirt Gewißheit. 
Die Anzahl der ungünftigen Falle ift n— q. Deshalb 
| ch 
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25) 


26) 
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heißt ber Quotient 29 bie Wahrfcheinlichfeit реб Gegen- 
theils, oder die entgegengefegte MWahrfcheinlichfeit. 
в it + —=1, t. f. die Summe der Wahr- 


fcheinlichfeit und ber entgegengefegten Wahrfcheinlichkeit ift 
jedesmal 1. Deshalb wird aus ber einen bie andere erhal- 
ten, indem man jene von 1 fubtrahirt. 
Wie groß ift bie MWahrfcheinlichkeit mit einem gewöhnlichen 
Spiehvürfel eine beftimmte feiner Zahlen, 4. B. 5 zu werfen? 

4. | 
Eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 muß geworfen werben. 
Es giebt alfo ſechs Fälle, unb einer ift günftig. 
Ein Würfel foll zweimal geworfen werben. Wie groß ift 
bie Wahrfcheinlichfeit auf jeden der beiden Würfe bie Zahl 
1 zu treffen; ober auf den erften Wurf 1 zu treffen, auf 
den zweiten eine andere Zahl; oder auf den erften Wurf 
nicht 1 unb auf den zweiten 1; wie groß ift bie Wahr- 
fheinlichfeit auf den einen Wurf (beliebig welchen) 1 zu 
werfen, auf den anderen nicht; wie groß ift bie Wahrfchein- 
lichkeit, daß 1 überhaupt erfcheinen werde; wie groß endlich 
die, auf feinen ber beiden Würfe die Zahl 1 zu erhalten? 

sei gei ei 485 db 36 

Man bilde bie zweite (affe ber DBariationen mit Wies 
erholung aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 nämlich 





11 1,2 1,3 14 15 1,6 
21 22 23 2,4 25 29,6 
31 32 33 34 35 3,6 
41 42 43 44 45 46 
51 52 5,3 5,4 55 56 
61 62 63 6,4 6,5 6,6 


betrachte das erfte Element {Фет Gomplexion als bie Zahl 
реб егеп Wurf, das zweite ald bie des zweiten. Die 
Eomplerionen liefern alsdann alle möglichen Fälle ber bei- 
ben Würfe; unb еб ergeben fid) leicht bie oberen Refultate 
durch den Augenfchein ober durch Rechnung. 
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27) 


28) 


29) 


30) 


31) 


Ein Würfel fol fechömal aufgeworfen werden. Wie groß 
it bie MWahrfcheinlichfeit, daß bie Zahl 6 vorfomme; wie 
groß ift bie Wahrfcheinlichfeit, auf ben erften Wurf 6 zu 
werfen und auf den legten ebenfallá 6 zu werfen, einmal, 
während еб gleichgiltig fein foll, ob unter ben vier übrigen 
Würfen die Zahl 6 erfcheine oder nicht, 009 andere Mal, 
während feiner der übrigen vier Würfe 6 fein darf; wie 
groß ift bie Wahrfcheinlichfeit, bag 6 auf ben єг өв unb 
auf den zweiten Wurf falle? 

1H: vss 448465 de, 

Warum ftimmen hier das zweite unb das legte Refultat 
mit dem erften ber vorigen Nummer überein? 

Sn wie viel verfchiedenen Weiſen Tonnen zwei Würfel fal; 
len, und wie erhält man die fämmtlichen Würfe. 

Die Anzahl bec Würfe ift 36, und fie werben erhalten, 

wenn man bie zweite ае der Variationen mit Wieder: 
holung aus den Elementen 1, 2, 3, 4, 5, 6 bildet, das erfte 
Element jeder Gomplerion ald die Zahl betrachtet, welche ber 
ес Würfel zeigt, und das zweite a(8 Ме des anderen 
Wuͤrfels. 
Die Anzahl der Augen, welche mit zwei Wuͤrfeln geworfen 
werden koͤnnen, ift 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 oder 12. 
Welche Wahrfcheinlichfeit findet für jede dieſer Anzahlen 
Statt? 

iu Tv wv Far 76) Tr de, de, Уз, Тр de, 

Wie viele Würfe geftatten drei Würfel, welche Zahlen fónnen 
geworfen werden und wie groß ift ihre Wahrfcheinlichkeit? 

216. (86 füónnen geworfen werden bie Zahlen 8, 4, 5, 

6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 und ihre 
Wahrfcheinlichkeit ift beziehlich тіз, тт, зв, TËS, Tn TI 
Tis, $ $, Ti, de de: TËS, EET TE, ті: 
(56 werben drei Würfel aufgemorfen. Wie groß ift bie 
Wahrfcheinlichkeit, daf alle drei einerlei Zahl zeigen, ober 
daß zwei einerlei Zahl zeigen, der dritte eine andere; endlich 
daß jeder eine andere Zahl zeige? 

se: т, 8» 
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32) Unter einer Reihe von n Fällen feien q einem Ereignig A 
günftig, unter einer zweiten Reihe von п’ Fällen d einem 


"rof A’ (fo daß alfo 4 die Wahrfcheinlichfeit von A, 


und 3, - bie von A’ ift); wie groß ift bie MWahrfcheinlichfeit 


für боб Eintreten GSufammentreffen) beider Ereigniffe? 
a. Ч, 


n п“ 

Seder бай ber einen Reihe fann nämlich mit jedem Зай 
der anderen zufammentreffen, und in folcher Weife entftehen 
nn’ álle, unter welchen fid) дд’ befinden, in denen A eins 
tritt und zugleich A’. 

Sowohl das Prinzip ald das Reſultat biefer Nummer 
pflegt man die zufammengefegte Wahrfcheinlichkeit zu 
nennen, dagegen dann bie unter 24) erklärte Wahrfcheins 
lichkeit Ме einfache ober abfolute. Die zufammengefeßte 
Wahrfcheinlichfeit ijt nach dem obigen Refultat gleich bem 
SBrobuft aus den einfachen Wahrfcheinlichkeiten. 


Wenn einerfeitd eine Wahrfcheinlichfeit + für ein Grelg; 
nig fif borbietet, тне für daffelbe Ereigniß eine 
Sea ` Si fo ift bie gefammte Wahrſcheinlichkeit 


* 4 E, Auch dies fann zuſammengeſetzte Wahrfchein- 


lichfeit genannt werben. 

Alle Aufgaben ber zufammengefegten Wahrfcheinlichfeit faf» 
fen fid) durch einfache MWahrfcheinlichkeit (беп. Das Prins 
dp der zufammengefegten Wahrfcheinfichkeit führt aber oft 
fürzer zum Ziel, zuweilen auch minder leicht. 

Zur Anleitung wollen wir bie Aufgabe unter 25) nod) 
einmal löfen: die einfache Wahrfcheinlichkeit, mit einem Würs 
fel 1 zu werfen, ift 4, bie, nicht 1 zu werfen, 8. Alfo ift 
bie Wahrſcheinlichkeit, zweimal hinter einander 1 zu werfen, 
4-4: die, auf ben rien Wurf 1 zu werfen, unb auf ben 
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zweiten eine andere Zahl, 4-8, eben fo die, zuerft nicht 1 
zu werfen, und darauf 1; und bie Wahrfcheinlichfeit auf 
zwei Würfe nicht 1 zu werfen it 2-3. Die Wahrfchein- 
lichkeit, bei zwei MWürfen einmal 1 zu treffen, und einmal 
nicht, ift 3% + Fr, denn еб find јере ſowohl bie Fülle gün- 
ftig, in welchen 1 guert geworfen wird, 019. bie, in welchen 
еб эше erfcheint. Die MWahrfcheinlichfeit, bei zwei Würs 
fen überhaupt 1 zu werfen, ift endlich Ae + SM + Fr, weil 
nun аиб nod) der бай hinzutritt, daß zweimal 1 geworfen 
wird. Alle diefe Refultate ftimmen mit ben frühern überein. 
Zuweilen laßt fid) eine einfache Wahrfcheinlichfeit als eine 
zufammengefette betrachten und berechnen. Die Wahrfchein: 
lichkeit 4. B., aus einem volftändigen Spiel Karten Coeur 
Aß zu ziehen, ift einfach 5. Das Blatt ift aber durch 
zwei Bedingungen бетті; daher fann man auch fchließen: 
bie Wahrfcheinlichkeit, überhaupt Coeur zu ziehen, ift 4, und 
bie MWahrfcheinlichfeit, aus ben Goeurblátterm das AB zu Ve: 
ben, ift үз, alfo ift bie Wahrfcheinlichfeit, Coeur AB zu 
treffen, 4 15 
33) Wie groß ift bie Wahrfcheinlichkeit, аиб einem vollftändigen 
Spiel Karten in zwei Zügen König und Dame aus einerlei 
Farbe zu ziehen? 
str 
An Königen unb Damen befinden fid) 8 Blätter im Spiel. 
Alfo ift bie Wahrfcheinlichfeit, auf den ebe -Zug einen 
König ober eine Dame zu treffen, хэ» Die Wahrfchein: 
Фей, auf bem zweiten Zug beziehlich bie Dame oder ben 
König derfelben Farbe zu sehen, it dr, Daher bie ger 
fuchte Wahrfcheinlichfeit ХЭСЭГТ, 
Unter 90 Nummern werden 5 gezogen. Wie groß ift bie 
Wahrfcheinlichkeit, bag unter den gezogenen Nummern me: 
nigftend eine von zweien vorher beftimmten erfcheinen werde? 


34 


ut 


Die MWahrfcheinlichfeit, daß unter 9 Zügen eine ber vor: 
ber beftimmten Nummern befindlich fein werde, ift e (ohne 
Wiederholung, alfo einfach); bie Wahrfcheinlichkeit, in den 
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vier übrigen Zügen bie andere Rummer zu erhalten, ift An: 


bie Wahrfcheinlichkeit, in den vier übrigen Zügen Ме andere 
Nummer nicht zu erhalten, ift 23. Daher ift die Wahr- 
fcheinlichfeit für das Erfcheinen beider Nummern 45750 
= g$1; die Wahrfcheinlichkeit, daß bie eine Nummer gezo- 
gen werde, bie andere nicht, ift d, $3 15-88; unb die, 
daß bie andere gezogen werde, aber die erfte nicht, ift eben: 
fals Ae. 88. 90е diefe Salle find bem Umftande günftig, 
daß wenigftend eine der beiden Nummern fih zeige, folglich 
ift die Wahrfcheinlichfeit hierfür ът + 1% 33 == dur 
— 20у. Ober: Da jede gezogene Nummer ausfällt, tres 
ten Wiederholungen nicht ein. Die fünfte Combinations: 
Hafle ohne Wiederholungen hat 90, Gomplerionen. Die 


. Gomplerionen, welche bie zwei vorher beftimmten Nummern 


36) 


nicht enthalten, find aus den übrigen 88 Nummern gebildet, 
und ihre Anzahl ift 88,. Die Anzahl der Complerionen,. 
in welchen eine jener Nummern erfcheint, ift demnach 90, —88, 
und die verlangte Wahrfcheinlichkeit 
90, — 88, __ 90.89 — 85.84 
90, — 90-89 
3-89 — 17-14 
3.89 
__ 29 
= 5б 








| Eine Münze werde zweimal aufgemorfen; wie groß ift bie 


Wahrfcheinlichkeit, wenigftens einmal Bild zu werfen? 
i 


(56 werden vier Würfel aufgeworfen; wie groß ift die Wahr- 
{фен фей, daß zwei Würfel gleiche Zahlen zeigen, während 
bie übrigen andere und unter fid) ungleiche Zahlen aufwels 
fen? Wie groß ift unter derfelben Bedingung die Wahr- 
fcheinlichfeit bei 6, bei 8 Würfeln? ` 

$- Tos, 0. 

Die Würfel feien a, b, c, d. Die Wahrfcheinlichfeit mit 
a und b 1 zu werfen ift 345 bie Mahrfcheinlichkeit mit c 


nicht 1 zu werfen ift #; bie Wahrfcheinlichkeit mit d nicht 
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1 zu werfen, noch bie mit c gemorfene Zahl ift 4. Daher 
bie Wahrfcheinlichkeit, mit a unb b 1 zu werfen und mit 
c inb d nicht 1 unb verfchievene Zahlen, gleich 
1 5 4 
36 6 6° 
Statt 1 fann jede ber Zahlen von 2 big 6 auch gelten; 
dies giebt 6 бай... €tatt a und b fónnen a und c, a 
und d u. f. w. dienen; giebt wiederum D байг... Феппаф 
ift bie MWahrfcheinlichfeit überhaupt 
1,5 4 6.65 
86 6 6 9° 
37) Unter drei Urnen foll. eine gewählt, und daraus eine Kugel 
gezogen werden. Zwei von ben Urnen enthalten feine Kus ` 
- gein, bie dritte enthält 6 blaue und 2 weiße; wie groß ijt 
Ме Wahrfcheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen? 
e 


38) Bon zwei Urnen {00 eine gewählt, und daraus eine Kugel 
gezogen werden. Die eine Urne enthält 5 grüne und 2 
weiße Kugeln, die andere 3 grüne und 8 weiße; wie groß 
ift bie Wahrfheinlichkeit, eine weiße Kugel zu ziehen? 

44. 

39) Bon drei Urnen foll eine gewählt, unb daraus eine Kugel 
gezogen werden. Die eine Urne enthält 5 grüne und 3 
weiße Kugeln, jede der beiden andern Urnen enthält 2 grüne 
unb 9 weiße Kugeln. Wie groß ift die MWahrfcheinlichkeit, 
eine weiße Kugel zu ziehen? 

#9. 


40) Ein Ereignig A Бабе bie Wahrſcheinlichkeit a, еіп бїї» 
nig A’ bie Wahrfcheinlichkeit a. Es foll nur eing diefer ` 
Ereignifle eintreten fónnen, ober, wie e$ fid) von felbft vers 
СН, auch Feines. Wenn nun überhaupt eins ber Greigniffe 
eintreten folte, wie groß ift bie MWahrfcheinlichkeit, daß dies 
das Ereigniß А fein werde? 

& 


a--a" 
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(88 fei ein Ereigniß B eingetreten, раб entwerer durch einen 
Umftand A ober durch einen Umſtand A’ herbeigeführt wor⸗ 
ben ift. Die Wahrfcheinlichkett für бере Umftände am fid) 
fei gleich. Bei dem Umftande A fei die Wahrfcheinlichkeit 
für dad Greignig B gleich B, ber Umftand A’ führe bie 
Wahrfcheinlichfeit 9' für das Ereigniß B mit fih. Wie groß 
ift die Wahrfcheinlichfeit, daß das Ereigniß В durch ben Um- 
ſtand A herbeigeführt worden fei? 


NAM 

BHE 
(88 fei ein Greignig B eingetreten, entweder durch einen 
Umftand A oder durch einen Umftand A’. Die einfachen 


Wahrſcheinlichkeiten für bie Umftände A und A feien bes 


43) 


44) 


45) 


jiehlih a unb a. Mit A fei für B bie Wahrfcheinlich- 
feit В verbunden, A’ bringe für B die Wahrfcheinlichfeit p 
mit fid. Wie groß ift bie Wahrfcheinlichkeit, daß das Er- ` 
eigniß B vermittelft des Umſtandes A eingetreten fei? 
aß 

aß + af 

Die Nummern 40) 41) 42) umfaffen die fogenannte 
relative Wahrfcheinlichkeit. 
Jn einer Urne befinden fid) 18 weiße Kugeln, 5 тое unb 
7 gelbe. Das Ziehen einer rothen Kugel bringe Gewinn, 
раб einer gelben Verluſt, mit bem Ziehen einer weißen fei 
weder Gewinn nod) Verluſt verbunden. Wie groß ift die 
relative Wahrfcheinlichfeit des Gewinnes (natürlich in Bes 
zug auf den DVerluft) ? 


Bon zwei Urnen ift eine gewählt, und aus ihr eine weiße 
Kugel gezogen worden. Die eine Urne A hat 5 grüne und 
2 weiße Kugeln enthalten, bie andere Urne A’ 3 grüne und 
8 weiße. Wie groß ift bie Wahrfcheinlichfeit, daß A bit 
gewählte Urne. gewefen ift? 


Bon drei Urnen ift eine gewählt, und aus ihr eine weiße 
Kugel gezogen worden. Die eine Urne A enthält 5 grüne 
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unb З weiße Kugeln, jede ber beiden anderen Urnen emthält 
2 grüne Kugeln und 9 weiße. Wie groß ift bie Wahrs 
ſcheinlichkeit, daß man die Urne A gewählt hatte? 

14. 





Bei Wetten, Spielen, welche rein der Zufall entſcheidet, 
muͤſſen ſich, wenn keine der Parteien beguͤnſtigt ſein ſoll, die 
Einfäge der Theilnehmer verhalten, wie die Wahrſcheinlich⸗ 
feiten, zu gewinnen. Epielen 3. B. zwei Perfonen N und 
N’, find a und a’ bie MWahrfcheinlichfeiten, welche fie für 
fi haben, E und E' ihre Ginfápe, fo muß fid) verhalten 

E: E =a:g 
oder e3 muß fein 
aE — a'E. | 

Der Giníag 069. Einen ift der Gewinn, welcher bem An- 
beren zufallen fann. Daher läßt fid) die legte Gleichung, 
unb mit ihr bie Bedingung des unparteiifchen Spiels, auch 
dahin ausfprechen: die Produfte анд ben Wahrfcheinlichfei- 
ten in die zu erwartenden Gewinne müſſen gleich fein. 

Wenn bie Wahrfcheinlichfeit cines Ereigniffes a, der Ge: 
winn, welchen еб herbeiführt, P ift, fo nennt man das Pro- 
duft aP die mathematifche Hoffnung. Die mathemas 
tifchen Hoffnungen find bei unparteiifch angelegten Spielen 
gleich. 

Bei einem unparteiifch angelegten Epiel, dag längere Seit. 
fortgefebt wird, ift nicht zu erwarten, daß für einen ber 
Theilnehmer beträchtlicher Gewinn oder Berluft erwachſe. 
Muß einer ber Theilnehmer begünftigt werden (wie 4. B. 
ber Inhaber einer Gifüdàbube), fo gefchieht dies leicht das ^ 
durch, Daß man feinen Ginfap, ober, was baffelbe ift, den 
Gewinn der Gegner um gewifle Procente ermäßigt. 

Man fann 5 gegen 1 wetten, daß mit einem gewöhn- 
[iden Würfel auf den een Wurf nicht eine beftimmte 
Zahl, etwa D falle; 35 gegen 1, daß nicht zweimal hinter: 
einander 6 geworfen werde. Man fann bei dem Beifpiel 
unter 44) 28 gegen 11 fegen, daß A’ bie gewählte Urne і 
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war; bei bem Beifpiel 45) 11 gegen 48, daß A gewählt 
wurde; unb bei bem Spiel in 43) muß ber Verluft, welchen 
bie gelbe Kugel auferlegt, fi zu bem Gewinn, ben ble тое 
bringt, wie 5 zu 7 verhalten. Und in allen bieten Fällen 
erfcheint Niemand begünftigt. 

Später werden wir nod) einiges über Wahrfcheinlichkeits- 
rechnung beibringen. 


- Sechstes Kapitel. 


Der binomifche und ber polynomifche Gag für pofitive 
ganze Erponenten. 


6. 76. 
@ ift 
1) (a + b)? = a" + nar-!b + n,a?7?b2 + n,a®r-3b? 
+n,amtbt +... 
während a unb b beliebige Zahlen vorftellen, n zunächft eine 
pofitive ganze Zahl bedeutet. 

Diefe Formel bildet ben binomifchen Gag. 

Um das Gefe& zu überbfiden nach welchem die rechts ſtehen⸗ 
den Glieder fortichreiten, werde Datt des erften Gliedes a^ ber 
gleichbedeutende 21180114 n„arbO: gefchrieben. Dann ift jedes 
Glied ein Produkt dreier Baftoren, welche aus n, а und b ge 
bildet find. m ift mit Zeigern verfehen, bie mit O beginnen und 
in jedem folgenden Gliede um 1 fteigen. a ift mit Grponenten 
verfehen; fie beginnen mit n und fallen um 1. b hat ebenfalls ' 
Erponenten; fie beginnen mit O und fteigen. Die Zeiger von 
n und bie Grponentet von b ftimmen alfo in jedem liebe 
überein, nnb die Summe ber Erponenten eines jeden (95116069 ift n. 

Da n eine pofitive ganze Zahl vorftellt, fo bricht die Reihe 
zur Rechten mit dem (n + Ой ен Glieve, welches пао" ift, ab- 
Jedes folgende Glied ift Null, weil der Binomial » Coefficient, 
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welchen е8 ald Faktor enthält, Null ijt nach 6.37. Die Formel 
enthält alfo folgende Gejtalt: 
(а + b = a? + na? b + n, a*7?b? + .... + п, заз b»? 
-H ny 1ab?— A -+ n.a?b* 
ober, wenn wir $. 39 und $. 36 anwenden 
2) (a + 0)" = a? + nar!b + n;a^7?b? + .... + n; a?b»-? 
-+ nab?-! + be. 

Sft a= 1, fo ijt jede Potenz von a — 1, und bie Formel 

gewinnt bie einfachere Geftalt 
3) (+ b^ = 1 + nb + nb? 4- nb? 4- n,b* +.. 

Mir beweifen nunmehr das Gefeg unter ber Borausfepung 
daß n eine pofitive ganze Zahl vorftellt. 

Wir multipliciren a + b mit a + b, und еб entftebt 

(a -+ b)? = аа ꝓ4 аһ 
+ ba + bb. 
Jedem der Elemente a und b ift jebe8 der Elemente a und b 
vorgefegt. Die Glieder der erhaltenen Summe ſtimmen mit ben 
Gomplerionen der zweiten Bariationdflaffe mit Wiederholungen 
aus den Elementen a und b überein. — Wir multipliciren wei: 
ter mit atb, unb erhalten: 
(а - b)? = ааа + aab 
-+ aba -+ abb 
-+ baa + bab 
-+ bba -+ bbb. 
Die Glieder dieſer Summe find die Complerionen ber dritten 
Variationsklaſſe mit Wiederholungen aus ben Elementen a und 
b. — Aug der Regel für die Multiplication einerfeits, und ап; 
dererſeits aus ber Vorſchrift für das Bilden der Variationsklaſ⸗ 
fen mit Wiederholungen erhellet jegt, daß bie Entwidelung für 
DL b)? entfteht, wenn man die nte Variationsklaſſe mit Wie- 
derholungen aus den Elementen a und b bildet, jede Gomplerion 
48 ein Produkt betrachtet, und die Produfte abbirt. 

Die nte Variationsklaſſe mit Wiederholungen geht aus ber 
nten Combinationdflaffe mit Wiederholungen hervor, wenn man 
derſelben alle Verfegungen jeder einzelnen ihrer Complexionen hins 
Щщ. — 916 Produkte betrachtet haben alle Berfegungen bete 


* 
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felben Complexion einerlei Werth. Wird demnach irgend eine 
(omplerion al& Produft betrachtet und mit ber Permutationgzahl 
ihrer Elemente multiplicirt, fo ift das hierdurch entftebenbe Bros 
duft gleich der Summe, die erhalten wird, wenn man jene Coms 
plerion und ihre Verfeßungen 19 Produfte anfieht und abbirt. — 
Die Entwidelung für (a + b)" ergiebt fih daher auch, wenn 
man bie nte Gombinationéffafje mit Wiederholungen aus ben 
Elementen a und b bildet, jede Complexion alà еіп Produft bes 
trachtet und mit der Verfegungszahl ihrer Elemente multiplicitt, 
endlich alle fo entftehenden Produkte арми. 

Sämmtlihe Gomplerionen der nten Combinationsklaſſe mit 
Wiederholungen aug den Elementen a und b gehen aus 

ав 
hervor, wenn man für а unb В nad) unb nach alle zuſammen⸗ 
gehörigen Werthe fegt, welche der Gleichung | 
а | В = п 
entfprechen und dabei Null ober pofitive ganze Zahlen inb, bit 
Grponentem als Wiederholungs - Erponenten betrachtet, unb das 
Element ausläßt, fobald fein Erponent 0 ift. — Die Gomplerio: 
nen find hiernach folgende 
аз, а-1р, a^—b?2,....a?b2-?, арг! b». 


Die Berfeßungszahlen diefer Gomplerionen find der Reihe nad) 


n! n! n! n! n! n! 
n! (n—1)!1!^ a — 912" — n! 
oder 1, n, п, .... Da n, 1 


alfo ift endlich für n alg pofitive ganze Zahl 
(а +b) = аз + naib + n4a^7?b? + ....+n,a?b" 
-+ nab?-! + b». 

Unter ber Vorausfegung, daß n eine pofitive ganze Зай 
vorftellt, laßt fid) ber binomifche Eat aud) durch Induction dars 
thun. Der Beweis ift einfach, legt aber nicht wie ber vorige, 
ben Sufammenfang vor Augen. Gemäß bem binomifchen Sap 
(beffen Giltigfeit für den Augenblick babingeftelft bleibe) bilde’ man 
zu dem Ende 
(а + b)! = a1 + дач: + а а%*Ь° + .. NES даға? bz? 

+ 9—1:а0%* + qab" 
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und multiplicire mit a + b; das liefert 
(a + bit! = 

SH ань азаа ья + ee + 918204 --qqab* 

+ а + qarb? +... + q4sa?b171 --q4- 1ab1 --q4 b?! 
oder, wenn шап abbirt und $. 41 anmenbet, 
(a + b) — att! + (q + 1)a3b + (9 + 15,217! b? +... 

+ (а + 1), 1a?b1- + (а + Deaba + bat, 
Died Refultat würde richtig fein, wenn die nach bem binomifchen 
Sag für (а -+ b)" gebildete Entwidelung richtig wäre. — Man 
beftimme weiter nach bem binomijden Sag (a--b)vt!. Ge 
ergiebt fih baffelbe Refultat, welches fo eben erhalten wurde. 
Der binomifche Gag liefert fonach für den Erponenten q + 1 
dasjenige, welches richtig fein würde, wenn er für den Erponen- 
ten q Richtiges geliefert hätte, ober mit anderen Worten, gilt der 
лон фе Sat für irgend einen pofitiven ganzen Erponenten q, 
fo gilt er für ben nächft größeren q + 1. Nun ift nach bem 
binomifchen Sag 
(a + b)! =a! + 1-alb+ 1,al?b? +... 
—a--b 

und ba dies richtig ift, fo gilt ber Gag für ben Grponenten. 1, 
dann alfo auch für den Erponenten 2, deshalb weiter für З 
u f. f. für alle Erponenten, welche pofitive ganze Zahlen find. 

Später wird der binomifche Sag aud) für negative ganze 


und für pofitive oder negative gebrochene Erponenten als giltig 
erwiefen werben. 


6. 77. 
Die Formel 
(a + b)* = a^ + па2—!Ь + n,a?7?b? + паз + .... 
[gt fid) wiedergeben burd) 
(а + b)” = [ааз] 
wenn man unter S[n,a"-^b^] bie Summe aller der Glieder 


denkt, welche aus n,a^—"b^ hervorgehen dadurch, daß man ай 
a nad) und nad) 0, 1, 2, 3 .... fubftituirt. 
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Much 188 fij feen | 
(а + bin = У тае 
a+ В = а 
wenn mam ийет s|- d ble Summe derjenigen Glieder 





benft, welche aus 21 d dadurch hervorgehen, dag man Datt 


a und В nah unb nad ade zufammengehörigen Werthe Tei, 
weiche Null oder pofitive ganze Zahlen find, und welche der 
Gíeidjung а + 8 =n епўрсефеп*). ` 


$. 78. , 
Stellt n eine pofitive ganze Zahl vor, fo ift 
arte td | SI — —— asbPc? d? . Ян 
44-84-у4-04 2 =n 


| 
wenn man unter nee] die Summe ders 


jenigen Ausdruͤcke verfteht, welche aus ——— ау ТУГ 41... ®“оВе?4%. 


hervorgehen dadurch, daß man ftatt a, B, y, Ò .... alle zufams 
mengehörigen Werthe jet, welche Null oder vofitive ganze Sab 
(en find und der Gleidjung a +B +y 4 9....— n entfpreden. 

Dies ift der polynomifche Sag unter der Фоганд илд, 
daß ber Grponent n eine pofitive ganze Zahl fei. Er wird bes 
wiefen wie ber binomifche Sag unter derfelben Vorausſetzung ift 
bewiefen worden. 





a 1... 
9) Dabei ift 01 — 1 zu deuten. Es ift 45 == Ze weil na 
wb DZ (+ Pa = (e+ р. Bir В = 0 eft hierne 
a! 
«lop © = а, = 1 


ober or = 1 und deshalb 01 = 1. 


! 
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Auch vermittelt des binomifchen Sages laffen fih bie Po- 


tenzen von Summen mehrerer Summanden entwideln, indem man 
fie al8 Summen zweier Summanden anfieht und behandelt, bei 


dem 


erhaltenen Refultat von neuem den binomifhen бар анг 


wendet, u. f. f. fo oft ed nöthig ift. Die Anwendung 069 ро[у: - 
nomifchen Sages ift im Allgemeinen bequemer. 


1) 


2) 


8) 


ne 


Mebungen und Praktisches. 
6. 79. 


Welchen Fortgang haben bie Grponenten von a, welchen bie 
Erponenten von b, welchen bie Zeiger іп ber Entwidelung 
von (а +- b)? Welches Gefeg findet Statt für bie Summe 
der Erponenten eines jeden Gliedes? Wie viele Glieder hat 
bie Entwidelung von (a + b)^? St (a -+ b)” einerlei mit 
ar -- b^, und welches ijt der Unterfchied zwifchen beiden Aus- 
brüden? Wie läßt fid) der binomifche Sag fonft nod) bar: 
ftelen, und wie lautet der polynomifche бад? 
Es ift | 

(а — b)" = a^ — na?-!b + n,ar2b? — n,ar-3h? 

+ n,atmibt — n,a^-5b5 +... 

Denn ed werden alle die Glieder negativ, welche — b mit 
einem ungeraden Erponenten enthalten. 
(а Æ b)? = а? + 2ab + b?. 
(а Æ b)? = a? + 3a?b + ЗаЬ? + b3. 
(a Æ b)* = at + 4a?b + 6a?b? + 4ab? + bt. 
(a + b)’ — аз + 5atb + 10a?b? + 10a?b? + 5abt 
+ b’. . 
(a Æ b)9 — аб + 6a5b + 15atb? + 20a?b? --15а24 
+ бар5 + bo, 
(а Æ b)" = a? Æ аб + 21a5b? + 35atb? + 35a?b* 
Æ 21a?b5 4 7ab° + b’, 
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9) 


10) 
11) 
12) 
13) 
14) 


15) 


16) 
17) 
18) 


19) 


20) 


(a+b) = A +n 


Binomifcher unb polynomifcher Sag 6. 79. 


(a + b)9 — a8 + 8аїЬ + 28a9b? + 56a5b? + 70a*b* 
Æ 56a?b5 + 28a?b* + 8ab? + bs. 
(1 — 8х)5 = 1 — 15x + 90x? — 270x? + 405x* 
— 243х5. | 
(За — 2b)? — 243a° — 810a*b + 1080a?b? — 720a?b? 
+ 240ab* — 32b°. 
(5 + in) == 64x6y-1⸗ 4 48x5y—?z + 15х*у—622 
+ 3x?y !z? + {#х22* + уфұху?2° + toy’. 
(Уа yb)’ = (a? + 10ab + 5b2) Va + (5a? + 10ab 
+ b?) yb. 
(Va 2 yb)! = (a? + 21a?b + 35ab? -+ 7b?) Ya (7a? 
4- 35a?b + 21ab? + b?) yb. 
EES = (a — п„а2—22 + n,a2—7fb* —n,a^—$b6 
+...) + (паз—1Ь — n,a®?b? + npa b3 — n, аз? 
+...) ү—1. 
(а + Б)" + (a — Б)" = 2 [а + n;a^7?b? + n,a?7*b* 
+ naib --....]. 
(a+b)! — (a — b)" ==9[па"—1Ь -+n,a"—3b? -- п;аз—5 5 
+ n,a^7?b' 4- ....]. 
(a +by—1 + (a — by—1)* = 2[a" — n5 a^? b? 
-+ n,a?-ib* — ... ]. 
(а + bY—1)? — (a — b y—1)» == 2[na?-!b — n ,a2—3b? 
+ пуаз—55 — ...]y—1. 
Bezeichnet man das erfte Glied der Entwidelung von 
(a + b)? mit A, das zweite mit B, das dritte mit C, dad 
vierte mit D u. f. f., А ift 

— 2” Ь n—2 b 

а Вз 20 


Nach tiefer Formel laft (id) " jedes folgende Glied aus 
dem vorangehenden erhalten. 
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21) (a+ b —c)* = a3 + 5atb -- 10a?b? + 10a2b? + Hab! 
+ b3 — 5a*c — 20a?be — 30a?b?c — 20ab?c — 5b*c 
-+ 10а2с2 + 30a?bc? + 30ab?c? + f0b?c? — 10a?c? 
— 20abc? — 10b?c? + 5ac* + aber — c5. 
Rah bem polgnomijdjen бай hat man nämlich 
5! 
(а + b —c)5 = re] 
Lëtsch 





und man findet 


dazu а5 
845 
10a?b? 
10a?b? 
dab? 
b5 
— atc 
— 20a?bc 
— 30a?b2c 
— 20ab?c 
- bte 
10a?c? 
30a?bc? 
30ab?c2 
10b?c2 
— 10a2c? 
— 2W0abc? 
— 10b?c? 
act 
5bc4 
c? 
2) (a -+ b + c)? == a? + 2ab + b? + 2ac + 2bc + с?. 
2) (a -- b -- c +d? = a? + 2ab + b? + ас + 2bc 
+ e? + 2ad 4 2bd -+ 2cd + аз. 
24) (a —b— c + 4— р)? == a? — 2ab -+ b? — 2ac - 2be f 


> © ma Сз ьм 10 С» ьх 490 02 CO — bi OO da Су = 16 бо GG сла 
mn m ©з E 19 => о > бо Mi cog у> бо (0 > СЭ D 
сл > > бэ Q9 CA М М М ГО m м m m pk Сэ СО СО СО у DON 


9% 
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+ c2 + 2ad — 2bd — 2са + d? — 2ag + 2bg + 2cg 

| — dg + g?. 

23) (a+ b --ec-4- d 4- g 4- 1)? = а? 4 2ab + b? + 2ac 
+ 2Ье + c? + 2ad -+ 2bd + 2са + d? + 2ag + 2bg 
+ Zeg + 2dg + g? + 2ah + 2bh +- 2ch + 2dh + 2gh 
+ h?, 

26) (a + b + e)? = a? + 3a?b + 3ab? + b? + 3a?c 
+ 6abc + 3b?c + 3ac? + 3bc? + сз. 

27) (a + b + e + d)? = a? + 3a?b + 3ab? + b? + 3a?c 
+ байс + 3b?c + Зас? + 3be? + c? + 3a?d + баһа 
+ 3b?d + баса + 6bed + 3c?d + Заа? + 3bd? 
+ 3cd? 4 аз. 

28) (a -+ b -+ c)* = at + 4a?b + 6a?b? + Aab? + bt 
+ Лазе + 12а2һе + 12ab?c + 4b?c -+ 6a?c? + 12abc? 
+ 6b?c? + dac? + 4Ьс? Le, | 

29) (a + b + e + d)* = at + 4a?b + 6a?b? + Aab? 
+ bł + 4a?c + 12a?bc + 12ab?c + Ab?c + ба2с2 
+ 12abc? + 6b?c? + Дас? + Abe? + ct + 4аза 
+ 12a?bd + 12ab?d + Ááb?d + 12a?cd + 24аЬс4 
+ 12b?cd + 12ac?d + 12be?d + 4c?d + 6a?d? 
+ 12abd? + 6b?d? + 12acd? + 12bed? + 6c?d? 
-+ dad? + dbd? + 4саз + dż, 

30) (a — b — c)? = аб — 6a*b + 15a!b? — 20 азЪз 
+ 15a?b: — 6ab5 + bë — базе + 30a*bc — 60a*b?c 
+ 60a?b?c — 30abtc + 6b5e + 15atc? — 60a?be2 
+ 90а22с2 — 60ab?c? + 15b*c? — 20a?c? + 60a? bc? 
— 50ар2с3 + 20b?c? + 15a?c* — 30abe* + 15b?c: 
— Dach + 6bc5 + c5. 


91) 68 ift 
(a + bx + ех? deit, 
a n! 
—S Is аво... af ihe. 
| а+Вв+у + + .... =. 
Y Man fol von (а + bx + cx? + dx? + ext + ёк + 


- 
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gx? + bx! --....)? dasjenige Glied angeben, welches x^ 
enthält. 
(3a?g + 6abf + басе + 3ad? + 3b?e + 6bed + c?)x*. 
Nach ber vorigen Nummer unb bei einiger lleberlegung 
wird erkannt, daß еб darauf ankommt folgende Gleichungen 
atß+tytöte+titn=3 
B + 2y + 38 + 4e + 5t + 6; = 6 
in Erfüllung zu bringen. Daher folgende Rechnung 
48, y, 9, £; 6, n, alfo a, В, y, Ò, e, &, 1 und daraus 


6 000001 2000001 3a?gx* 
15 100010 1100010 6abfx® 
24 010100 1010100 6acex® 
33 002000 1002000 3ad?x® 
114 200100 0200100 3b?ex^ 
123 111000 0111000 6bcedx® 
22030000 0030000 œx’ 
1113 
1122 
11112 
“111111 


Die legten A Gombinationen zur Summe 6 find unbrauch⸗ 
bar, weil fie mit der erften Gleihung a +B Lane 3 
fid) nicht vereinigen laffen. 
33) (а + bx + ex? + dx? + ext 4+ fx’ gx’ +. )t=at 
-+ da?bx + (4a?c + 6a?b?)x? + (4a?d + 12a?bc 
-+ dab?)x? + (da?e + 12a?bd -+ 6a?c? -+ 12ab?c 
+ b*)x* + (4a?f + 12a?be + 12a?cd + 12ab?d 
+ 12аЬс? + 4b?c)x5 + (Aa?g + 12a?bf + 12a?ce 
+ 6a?d? + 12ab?e + 24abcd + 4ac? + 4b?d 
+ 6b?c2)x* +... 


Wir laffen ble Rechnung folgen: 


Áa?bx 
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a,B, y 
2 301 4a?c | 1 
11220 6a2b2 | * 
a, В, y, à 
3 3001 4а24 
12 2110 —8 
111 1300 Aab? 
a, B, y, 0, € 
4 30001 Да?е 
13 21010 12a?bd 
22 20200 ба2с2 at? 
12 42100 12ab?c | - 
1111 04000 bt. 
| а, В, y, 6, =, 6 
5 300001 da°f 
14 210010 12a?be 
23 201100 12a?cd] 
113 120100 1?s2b?d) x5 
122 112000 ,12abc? 
1112 031000 áb?c 
11111 
а, В, у, 9, =, ©, 1 
6 3000001 da?g 
15 2100010 12a?bf 
24 2010100 12a°ce 
3 2002000 606a? 
114 1200100 12ab?e[ yc 
123 1111000 24abed 
222 1030000 dac? 
1113 0301000 424 
1122 0220000  6b?c? 
11112 


111111 


34) (a + bx + ex? + ....)? = a? + 2abx + (2ac 
+ b*)x* + (2ad + 2be)x® F (дае + 2bd + c2)z« 
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35) 


36) 


+ (2af + 2be + 2cd)x? + (2ag + 2bf + 2ce 
+ d?)x? +... 

(a + bx + ex? + ....)? = a? + 3a?bx + (3a2c 
+ 3ab?)x? + (3a?d + байс + b?)x? + (3a?e + баһа 
+ Зас? + 3b?c) x* + (3a?f + Gabe -+ баса + 3b?d 
+ 3bc?)x? + (3a?g + 6abf + басе + Заа? + 3b2e 
-+ 6bed + c?)x* .... 

Wem ift ny Hn, Hna +... + n gleich, unter n eine 


| рой ganze Zahl verftanben 


37) 


38) 


. 39) 


Dis folgt, wenn man (a -+ Б)" = a^ + na?-ib +.. 
entwidelt, und a — b = 1 fegt. 
Welches it bie Summe aller BinomialsEoefficienten in 
(а + b), (a +b + о)", (84-5--6--43 и. fw, uns 
ter n eine pofitive ganze Zahl verftanben? 

2^, 3", 4" u. f. w. 
Wenn man аиб n Elementen fammtliche Combinationsflafs 
fen ohne Wiederholung bildet, wie viele Gomplerionen ents 
halten die fämmtlichen Klaſſen? 

2» — 1. 

e 
Wuhrfcheinlichfeitsrechnung. (&ortfegung.) 
Wieberholte Verſuche. 


Es werde eine Reihe von n Verfuchen augeftellt, deren jeder 
entweder раб Creigniß A oder das Greignig B zur Folge 
hat. Die Wahrfcheinlichfeit des Ereigniſſes A {еі a, die 
des Ereignifies B fei b. — Es ift möglich, daß bei jedem 
der n Berfuche dad Ereigniß A eintritt; tiefer Fall werde 
bezeichnet durch АЗ, wobei n als Wieverholungsd - Grponent 
gebraucht ift. G6 ift möglich, daß n — 1 Verfuche das Ст; 
бол А zur folge haben und nur ein Verfuch das andere 
B nad) fid) zieht; diefer Fal werde dargeftellt durch An-1B, 
und еб foll hierbei gleichgiltig fein bei bem wievielften Bers 
fuhe das Ereigniß B eintritt. U. f. w. Welche Wahrfchein- 
lichkeiten haben diefe Fälle? 
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Die Fälle 
An An-IB АВ? An-3B3 AnBt,,.. 
haben beziehlich bie Wahrfcheinlichkeiten 
an па! n,a"^?b? п,а"-29 n ‚аз. 
Die abrfcheinlichfeiten werben "affe gegeben durch die Glie⸗ 
der der Entwickelung von (а + 0)". 

Nach ben früheren Beftimmungen ift nämlich bie Wahr- 
fcheinlichfeit, daß A nmal hinter einander eintrete gleich a^. — 
Die Wahrfcheinlichfeit, daß werft (n — 1)mal hinter einans 
der A eintrete, und dann B, ift a^7b; foll aber überhaupt 
А (n — 1)mal eintreten und В einmal, während еб gleich» 
giltig ift, bei bem wievielften ber n Verfuhe B fid) zus 
trügt, i ift jene Wahrfcheinlichfeit mit der Permutations» 


zahl ү @ — bi =n gt multipliciren; alfo ift na^—!b Die 


Share für An-iß u. f. w. 

Und wenn jeder der n 9Berfudje eined ber drei Ereigniffe 
А, B, C nad fid) zöge, während diefe Beziehlich bie Wahrs 
fcheinlichfeiten a, b, c hätten, fo würden die Wahrfcheinlich- 
feiten der möglichen Fälle durch bie Glieder ber бийр ёг 
[ung von (а + b + c)" gegeben werben. 11. f. w. 

Sft in einem befonderen Fall eine beftimmte Ordnung 
vorgefchrieben, fo unterbleibt bie Multiplication mit bem Фет: 
mutationd: Eoefficienten. 

40) Ein Würfel werde viermal aufgeworfen. Wie groß iſt die 
Wahrſcheinlichkeit, wenigſtens einmal die Zahl 6 zu werfen, 
oder wenigſtens zweimal, dreimal, oder die, viermal 6 zu 
werfen; wie groß iſt die Wahrſcheinlichkeit, hoͤchſtens einmal, 
zweimal, dreimal 6 zu werfen; wie groß iſt die Wahrſchein⸗ 
lichkeit, dreimal 6 zu werfen und einmal eine andere Zahl, 
oder zweimal 6 und zweimal eine andere Zahl, oder einmal 
6 unb dreimal eine andere Zahl; wie groß ift bie Wahr- 
fheinlichkeit, 6 nicht zu werfen; wie groß ift bie Wahrfchein- 
lichkeit, zuerft dreimal 6 zu werfen und das vierte Mal nicht 
6, oder abwechfelnd 6 und nicht 6 zu werfen; ober enblid) 
ше dreimal nicht 6 gu werfen und zuletzt 6? 
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A1) 


Yes, тїш, abe туо; 111, 14%, 12855 уйт, fü 
1: 1276) тээв, Tle Troe. 

Die einfache MWahrfcheinlichkeit, 6 zu werfen, ift 4 = a, 
bie, nicht 6 zu werfen 5 — b, unb еб beantworten fid) bie 
aufgeftellten Fragen beziehlich durch bie Formeln 

at + 4a?b + 6a?b? + dab?, vier 1 — bt, 

at + da?b + 6a?b, 

at -+ da?b, 

a*; 

Aab? + b*, 

6a?b? + dab? + b*, 

Aa?b + 6a?b? + dab? + bt; 

4a?b, 6a?b2, 4ab?; bt; a?b, a?b?, ab?. 


Ein Ereigniß A habe Ме Wahrfcheinlichfeit a, ein Ereigniß 


B bie Wahrfcheinlichkeit b, wie groß ift bie Wahrfcheinlich- 
feit a, daß bei n DVerfuchen, deren jeder eined ber beiden ` 
Ereigniffe nad) fih zieht, wenigftend einmal das Ereigniß A 
fich zutage? 

1 — b». 

b ift ein echter Bruch; je größer alfo n ift, Je größer ift 
bie Mahrfcheinlichfeit 1 — b", b. H. je größer bie Anzahl 
ber DVerfuche, je größer ift bie MWahrfcheinlichfeit, das Creig- 
nif A wenigften$ einmal herbeizuführen. Hierin liegt bie 
fogenannte Steigerung ber Wahrfcheinlichfeit durch wies 
berbolte Verſuche. 


42) Ein Würfel foll ſechsmal aufgeworfen werben; bie Wahr- 


feinlichkeit, wenigftend einmal eine beſtimmte Zahl, etwa 1, 
zu treffen ift 1 — (209 ober 34234, ober beinahe 3$; wenn 
nun in ben erften vier Würfen bie Zahl 1 nicht erfcheinen 
jolte, wie groß würde bie Wahrfcheinlichfeit fein, in ben 
beiden noch übrigen bie Zahl 1 zu werfen? | 

16 | | 

Man täufche fih hier nicht. Die vorangegangenen Würfe 
und bie folgenden ftehen mit einander in gar feinem Zus 
femmenfang. Daher ift die verlangte Wahrfcheinlichkeit 
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47) 


48) 


Binomiſcher n. polyn. Sep f. pofttive ganze Crpon. 6.79, 


für die Hypothefe L П. Ш. IV. V. NL 

bie Wahrfcheinlichkeit 355 150 150 420 1490 198 

oder 35 35 35 35 35 Ze 

Sft aber а bie Wahrfcheinlichfeit einer Hypothefe, B bie 
MWahrfcheinlichkeit, welche die Hypothefe für ein Ereigniß gez 
währt, fo ift aß bie relative Wahrfcheinlichfeit für das Зи; 
fammentreffen beider, b. D. für das Ereigniß. — Hieraus 
und aus ber zufammengefegten Wahrfcheinlichfeit erhellet, 
daß man bie verlangten Wahrfcheinlichkeiten findet, wenn 
man bie Wahrfcheinlichfeiten der Hypothefen mit den abfoz 
[шеп Wahrfcheinlichfeiten multiplicirt, welche fie gewähren, 
unb bie entftehenden Produkte abbirt. ' Daher ift bie Wahr- 
fheinlichkeit im fünften Zug eine тое Kugel zu treffen gleich 

OM Hasek e EC EE SECH EE = үру 
bie, eine blaue zu ziehen gleich 

35:5-3578-Г35:3-Г35:3-Г35:8-Г35:1:-5115 
unb die, eine gelbe zu ziehen 

35:3-Г35:83-Г35:5-135"73-Г 3 ten 

Wir haben in biefer Auflöfung auerft bie verfchiedenen 
möglichen Hypothefen, Urfachen aufgeftellt, und deren Wahr: 
fcheinlichfeit berechnet, und darauf bie zufammengefegte Wahr- 
feheinlichfeitörechnung in Anwendung gebracht. So oft aus 
gegebenen Ereigniffen und Bedingungen bie Urfachen ver 
Ereigniffe und bie MWahrfcheinlichfeiten ber Urfachen ermit: 
telt werden, übt man rüdgehende Wahrfcheinlichfeitsrechs 
nung aus. Die obere Aufgabe ift alfo 4.9. duch rüds 
gehende unb zufammengefegte Wahrfcheinlichfeitörecinung gelöft. 
In einer Urne befinden fid) zwei Kugeln, beren Farbe man 
nicht fennt. Aus ber Urne wird eine Kugel gezogen, unb 
bieje ift weiß. Die Kugel wird in bie Urne zurüdgelegt 
unb man zieht abermals eine weiße Kugel. Wenn aud) 
diefe Kugel zurüdgelegt wird, wie groß ift die Wahrfcheins 
lichfeit zum dritten Mal eine weiße Kugel zu ziehen? 


Eine Urne enthält drei Kugeln, einzeln ſchwarz oder weiß 
gefärbt. Es werden aus der Urne drei Züge gethan, wäh 
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rend nach jedem bie gezogene Kugel wieder in die Urne ge: 
legt wird, und man zieht zweimal eine weiße Kugel, einmal 
eine ſchwarze. Wie groß ift bie Wahrfcheinlichfeit, beim 
vierten Zuge eine weiße Kugel zu erhalten? 
5 
5. 
49) Eine Urme enthält fünf Kugeln, einzeln weiß, roth, blau 
oder gelb gefärbt. Aus der Urne werben vier Züge gethan, 
während man nad) jedem bie gezogene Kugel wieder in bie 
Urne giebt. Man zieht zweimal eine weiße Kugel, einmal 
eine rothe, einmal eine blaue. Wie groß ift bie MWahrfcheins 
lichkeit aus ber Urne eine weiße Kugel zu ziehen? 
Js. 


Siebentes Kapitel. 


Bon den Differentialien und von den Funktionen. im 
Allgemeinen, 


6. 80. 


Den Fleinften Theil einer Größe nennen wir 049 Grund: 
Differential, das conftante Differential derſelben, auch 
ſchlechthin ihr Differential. 

Diefer fleinfte Theil ift unveränderlich, vollig beftimmt: er 
kann nicht feiner gedacht werden, weil er dann verfchwindet, auch 
nicht größer, weil er dann nicht ber fleinfte fein würde. 

Dem kleinſten Theil einer Größe entfprechend beten wir 
den kleinſten abftraften Zahlenwerth, nennen ihn das Grund: 
Differential, das conftante Differential, fchlechthin das Differential 
der Zahl, und bezeichnen es bird) | 

dx. 
Dies Zeichen werde gelefen: Differentialx. 88 ift nicht anus 
khen al8 ein Probuft, hat zunächft nur bie ihm beigelegte Bez 
deutung, und wird in ber Folge genauer genommen werben alg 
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Zeichen für das Differential derjenigen Größe oder Zahl, bie 
bezeichnet ift durch x. 

Zu dem Begriff ded conftanten Differentiald treiben vers 
fhievene Gelegenheiten. Eine gleichförmige Bewegung з. B. ift 
eine (0106, bei welcher in ben Eleinjten Zeittheilen gleiche Wege 
durchlaufen werden. Gleiche Wege in irgend größeren Zeittheis 
len bedingen nicht eine gleichfürmige Bewegung, denn еб ift mög» 
lich, daß dabei in ben kleinſten Zeittheilen die Wege ungleich find. 
Eine Bewegung als gleichfürmig zu bedingen, müffen die Wege 
gleich fein in Zeittheilen fo flein, daß fid) in ihnen nicht mehr 
zwei Momente unterfcheiden laffen. Man darf Mer alfo feinen 
größeren und fann zulegt feinen Fleineren Zeittheil wählen, als 
den völlig beftimmten, ber das conftante Differential ber Zeit ift. 


$. 81. | 
(86 fei n eine abfolute ganze Zahl, größer ald 1. Der Quotient 
dx 


eegend 


n 
fann nicht hergeftellt werben dadurch, bag man dx in n gleiche 
Theile zerlegt; denn dx ift bereitd der fleinfte Theil. Deſſen⸗ 


. а , 
ungeachtet tritt und — als ein beftimmter, wenn auch durch 


Theilung nicht herftellbarer, ibeeller Werth entgegen, unb es ift 
offenbar | 


n. = — dx. | 
Wir führen daher, unter n fofort jeden beliebigen Werth verſtan⸗ 
ben, den Quotienten = in, bezeichnen denjenigen (zunächft nicht 


anders erflärbaren) ideellen Werth, welcher mit n multiplicirt dx 
liefert; unb bemerfen vorläufig, bag in ber Geometrie und Mechanif 


felbft Ausprüde wie = noch als Träger wichtiger Beziehungen 


auftreten. ` . | 
Hierin liegt ein nothwendiger Fortſchritt. Der Berftand bes 
darf überall eines feften, ihm angemefjenen Ausgangspunktes; er 


— 
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mug Graͤnzen ziehen, fid) bei feiner Befchränktheit nicht zu vers 
wirren, und ftößt auf Schranfen, bie ihm gefegt find; fortfchreis 
tend findet fih, daß die Gränze nicht ift, wo er fie eg ober fand, 
er erweitert fie, wenn er еб vermag, ober begnügt fi), ohne о; 
fort zu erreichende Flare Anfchauung, mit einftweilen genügenber 
Beftimmung, bið vielleicht ein anderer Ausgangspunkt näheren 
Zutritt erlaubt. — Schon in den Elementen ift Dag der Gang. 
Zunächft giebt ed nur abfolute ganze Zahlen. Die Subtraction 
und bie Divifion nöthigen zu Erweiterungen des Begriffs: man 
gewinnt. die negative Zahl, bie gebrochene; in biejen Fällen ge- 
lang bie Ausdehnung ber Gränze. Auf eine ihm gefete Schranfe 
Rößt der Verſtand bei der irrationalen Wurzel. Von ihr wird 
gefagt, fie fei nicht eine ganze Zahl, auch nicht eine gebrochene. 
Damit ift zweierlei .gefagt, was fie nicht ift (unb deffen Fönnte 
mehr gefagt werben), aber nichts von dem, was fle ifl. Der 
SBerftanb fann. nicht Dinan, Касе Anfchauung ift unerreichbar, 
dennoch ift er überzeugt, fie {еї Zahl unb er begnügt fid) nft, 
weilen mit ber ausreichenden Beftimmung, fie liefere, potenzirt ` 
mit dem Wurzel-Erponenten, ben Radicand. Die Geometrie ge; 
ftattet dann etwas näheren Zutritt, infofern fie Größen liefert, 
auch zumeilen durch Conftruction Бе КШ, beren Maaße irratios 
nale Zahlen find. 


$. 82. 
Das Produkt b.dx, unter b eine beliebige endliche Зай 
verftanden, hat nunmehr eine beitimmte Bedeutung. 
6. 83. 


Sind a und b abfolute enbíidje Werthe, fo ift, wie flein a 
und wie groß b fein mag, е6 








pode 
Es ij 
a a a | а 
$^ KI KI 54-32 7 


\ 
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Der Werth T fann alfo fort und fort verkleinert werben, waͤh⸗ 
rend dx feine Verringerung mehr zuläßt, und al8 bie Grüne ers 
(фен, zu ber jene Verfleinerung von эн ſtrebt. 


Daraus erhellet der Satz. 
Es liegt hierin, bag dx kleiner ift, als jeder nod) fo kleine, 


durch endliche abſolute Zahlen ausdrückbare Werth. 
8. 84. 


Welche abſoluten endlichen Werthe a und b vorftellen 
mögen, e8 ift | 
а > bdx. 
Rah bem vorigen Paragraph. 
$. 85. 


Stellt a einen abfoluten endlichen Werth vor, fo darf wegen 
$. 83 gefeßt werben 
а 
— — dx. 
oo 
Der Werth оо ift hier ein beftimmter, unb brüdt fid) aus burd 
a a a , 
d Zwei 9Bertfe der Art dx und — verhalten fid) wie ага. 


6. 86. 
Rah bem vorigen Paragraph ift dx unendlich Hein. Aus 
dx — = | 
ОО 
folgt, unter b einen endlichen Werth verftanben 
bdx == 3P 
oo 
mithin ift auch bdx unendlich flein. 


6. 87. 
Jedes Produft von ber Form b-dx, unter b eine beliebige- 


- а 
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enbliche Zahl verftanden, nennen wir ein allgemeineres Differentlal, 
der Kürze wegen auch ſchlechthin ein Differential. 


$. 88. 


Zwiſchen ben Differentialien finden beftimmte сад фе Ber- 
hältnifje Statt; fo verhält fid) 
adx:dx =a:1 
adx : bdx = a : b. 


$. 89. 


Welche endlichen abfoluten 9Bertbe 2, a unb b vorftellen 
mögen, еб ift 
2 |- а> 2 -|- dx 
ип? z -+ a œz + Бах. 
Rah $. 84.. 


$. 90. 


Da nun, wie flein ber endliche abfolute Werth а gedacht 
werden mag, und wie groß ber endliche abfolute Werth b, ſtets 
z--a-z--dx 
2 + a œz + Бах 
fo ift e$ unmöglich bie Summe z -+ dx ober bie z + bdx durch 
endliche Zahlen wiederzugeben; und ba 016 2 La zu groß aus⸗ 


fallt, fo it in endlichen Zahlen genau 


z+ dx =z 
und z + ах = 2. 
6. 91. 


‚ Зи ber Folge ift darauf zu achten, ob её fid) in einer Reh 
nung bloß um endliche Werthe handelt, ober zugleich um Diffe- 
Tntialien, oder nur um Differentialienz; im erften Fall ift z zu 
{еп фан Summen von der Form z + dx ober z + bdx. 

6. 92. 
Es ift 
| dx: 1 _ dx-dx — dz? 
dx 
Вор Anal. ш. Differ. Ste Aufl. 10 
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0.9. das Differential dx, dividirt durch ben unendlich großen 
Werth L, liefert dx?; unb umgekehrt, es ift 
1 


—. dx? = dx. 
ix dx dx 


$. 93. 


(89 ift, unter а unb b beliebige abfolute Werthe verftanben, 
adx — bdx? 
Folgt and $. 84, indem man mit dx multiplicirt. 


6. 94. 


" Wir nennen dx? das zweite Grund-Differential, das zweite 
conftante Differential, 049 Grund- Differential oder conftante ЭЭ 
rential zweiter Ordnung, fchlechthin das zweite Differential, ober 
Differential zweiter Ordnung; und bdx?, unter b eine beliebige 
endliche Zahl verftanden, ein allgemeinere “Differential zweiter 
Ordnung, {еіп ein Differential zweiter Ordnung. 


Die Differentiale dx, bdx heißen dagegen Differentiale ers 
fter Ordnung. 


Wegen $. 93 ftehen die Differentiale zweiter Ordnung qu 
denen erfter Ordnung in derfelben Beziehung, wie Differentiale 
erfter Ordnung zu endlichen Zahlen. Daher ift ftatt adx -+ bdx? 
bloß adx zu fepen, wenn еб fif in ber Rechnung bloß um 
Differentiale erfter Ordnung Handelt, ober um Werthe bie fid) 
durch endliche Zahlen und Differentiale erfter Ordnung ausdrüden. 


Der Fortfchritt zu den Differentialen dritter Ordnung dx?, 
bdx?, zu denen vierter Ordnung u. f. w. verfteht fid) nunmehr 
von ſelbſt. 

Das Grund⸗Differential dx ift anzuſehen als Ме Einheit 
für bie übrigen Differentiale bdx erſter Ordnung, welche Viel⸗ 
fahe find von jenem. Eben fo ift dx? Einheit für die übrigen 
Differentiale zweiter Ordnung n. f. w. 
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Die Werthe ii ii fann man unenblid) Große zweiter 

Ordnung nennen, Werthe wie i, ii unenblid) Große drits 

te Ordnung u. f. w., und dann ee ER unendlich Große erfter 


Drbnung. 26068 unendlich Große irgend einer Ordnung vers 
ſchwindet gegen ein unendlich Großes höherer Ordnung. 


$.. 96. 


Bezeichnet x irgend einen reellen Werth, fo ift x + dx der 
Wé größere Werth, x — dx ber nächft Kleinere. 


Die ірееПеп Werthe = füllen natürlich außer Betracht. 


6. 97. 


68 fein a und b zwei ungleiche fonft beliebige reelle 
Berthe. | 

Ein Ausdruck x durchläuft ftetig alle Werthe von a bis b, 
- Bon er zuerft den Werth a annimmt, und, fid) beftànbig um dx 
indernd, wächft oder abnimmt, bis er ben Werth b erreicht, je 


м иш a X b. 
Bei ſolchem Gange durchläuft x alle reellen Werthe, welche 
wiſchen a unb b fih befinden. 


Und durchläuft x ftetig alle Werthe ооп — oo bið + о, 
fo geht es durch alle reellen Werthe. 


6. 98. 


Ein Ausdruck x heißt urveränderlich, oder urvarlabel, 
wem er alle Ме unendlich vielen Werthe vorſtellt, welche zwifchen 
Mei gegebenen Graͤnzen liegen. Ein 20180104 a heißt conftant, 
Bom er, wie gewöhnlich, nur irgend einen Werth vorftellt, ober 


eine begrängte Anzahl von Werthen wie 3. B. ya. 
| 10* 
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Urvariable Ausdrüde bezeichnet man durch bie legten Buchs 
ftaben des Kleinen lateinischen Alphabet, conftante durch Ме егеп. 

Sm der Algebra bezeichnen x, y, 2 unbekannte Werthe, а, 
b, c.... befannte. Gonftante Ausprüde werden als befannt ober 
unbefannt in der Bezeichnung gewöhnlich nicht unterfchieden. 
Variable Ausprüde find, ihrem Begriff gemäß, niemals unbes 
fannt. Wo die Bedeutung nicht in die Augen {аШ, ift fie aut 
drüdlich anzugeben. 


$. 99. 


Ein Ausdrud A heißt abhängig von einem Ausprud b, 
wenn jede 9fenberung (Wachen ober Abnehmen), welche b ее, 
bet, eine Aenderung 069 Werthed von A zur Folge bat; ein 
Ausdrud A heißt unabhängig von b, wenn bie Aenderungen 
des Werthes von b feinen Einfluß auf den Weri von A üben. 


Der Bruch ын 4. B. ift abhängig von a unb von b, aber uns 


abhängig von n, und unabhängig von jedem Ausdruck q, der in 
dem Bruch nicht vorkommt. 


$. 100. 


Ein 9fusbrud А fei aufammengefegt aus beliebig vielen Aus 
brüden b, c, d,...., und fel von ihnen abhängig. Der Aus- 
drud A wird eine allgemeine бил он, ſchlechthin eine Funktion 
irgend eines bieler 21180106, etwa b, genannt, wenn man allein 
beachtet, bag A von b abhängig ift, während man alfo fid) nicht 
batum fümmert, bag A auch von anderen Ausvrüden, nod) barum, 
wie e$ von b abhängt. Der Ausbrud А wird eine Sunftion 
von zweien jener Ausbrüde, etwa b und c, genannt, wenn. mam: 
allein beachtet, dap A von b und von c abhängig ift, ohne alfo 
weiter bie Abhängigkeit des Ausdruckes A von ben übrigen Auss. 
drüden zu berüdfichtigen, noch die Art feiner Abhängigkeit von b 
unb von c. U. f. 10. Der Ausdruck A heißt endlich eine unftion 
aller in ihm vorkommenden Ausvrüde b, c, d...., wenn man 
beachtet, daß er von ihnen allen abhängig ift, ohne Danach zu 

ч fragen, wie er von ihnen abhängig, b. B. aus ihnen gebifoet fei. 
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Der Ausdruck A fann übrigens ganz beliebig, ober auch abwech⸗ 
felnd, 016 Funktion des einen ober des anderen, oder mehrerer ber 
Ausprüde b, c, d.... angefehen werden, oder 019 Яин он aller. 
Эше werde: der Begriff der бий он erweitert dahin, daß 
wir jeden 20180104 A eine бил он nennen, fobald wir ihn in 
feiner Beziehung zu irgend einem Ausdruck B betrachten, welche 
Beziehung entweder bie der Abhängigfeit ift, ober Ме ber Ипар; 
hängigfeit. Hiernach ift 3. B. ein einfucher Ausdruck a eine 
Sunftion des Ausdrucks b, indem wir nämlich bie Beziehung bez 
achten, daß a von b nicht abhängt; und еб fann а als бил он 
von a gelten, indem fein Werth abhängig ift von feiner eigenen 
. Aenderung.. 
` Ginen иботи, welchen wir als Funktion betrachten, bezeich- 
nen wir durch einen der Buchftaben f, F, ф, Y, x und dergil. 
Wird eine бил он f ald бий ол des Ausdrucks x angefehen, 
fo fchreiben wir fx und lefen dies Zeichen Funftion х. Wird 
f als Funktion der beiden Ausprüde x unb y betrachtet, fo (фей 
ben wir £y; u. f. w. ' 


In den Fällen der Anwendung bat man es flets mit bes . 


ſtimmten Funktionen zu thun, b. B. mit folchen, bei welchen 
` шап Ме Art ber Abhängigkeit fennt und beachtet. 

Wir werden fpäter dahin gelangen Geſetze abzuleiten, welche 
für allgemeine Funktionen gelten. — Das praftifche Rechnen hat 
es mit beftimmten Zahlen zu thun und mit beftimmten Operatios 
nen. Die Algebra macht fi) von ben beftimmten Zahlen 106, 
erhebt fid) zu allgemeinen Zahlen; fie entwidelt Geſetze für bes 
ſtimmte Operationen mit allgemeinen Zahlen, die alfo für alle 
befonderen Zahlen gelten. Bei der allgemeinen Funktion machen 
wir. uns ferner 106 von jeder beftimmten Operation; und Gefepe, 
welche für allgemeine Bunftionen gelten, müffen erfüllt werben 
von allen Ausdrüden, wie auch ihre Sufammenfegung befchaffen 
fein mag. ? 


6. 101. 


Зере Yunftion eines urvariabeln Ausdrucks Heißt abhän- 
gig variabel. Ein abhängig variabler Ausdruck repräfentirt 
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alle bie Werthe, welche er durch bie verfchienenen Werthe feines 
. Urvariabeln erhält. Dabei fann und wird fih im Allgemeinen 
die Bunftion in anderen Grängen bewegen, al& der Urveränberliche. 

Den conftanten Werth, welchen ein abhängig variabler Aus: 
drud f; annimmt, wenn ftatt feines Urvariabeln x ber conftante 
Werth а gefegt wird, bezeichnet man burch fa. 


8. 102. 
Sede Зил он von der Form 


a -+ bx + ex? + dx? 4- .... 
in welcher die Coefficienten a, b, c, d.... conftant, alfo von x 
unabhängig, fonft aber beliebig find, heißt eine ganze Funktion 
von x. Eine ganze биз он heißt vom nten Grade, wenn x? 
bie höchfte Potenz von x ift, welche die Funktion enthält. 


6. 103. 
St für (eben Werth des Urvariabeln x bie Yunftion 
а + bx + ex? + dx? + gxt +... 

gleich Stulf, fo ift jeder von ben Coefficienten a, b, ес, d,.... 
gleich Null. 

Der Vorausſetzung gemäß geht die Gleichung 

a -+ bx + сх? + dx? + gxt 4- ....— 0 

in Erfüllung für jeden Werth von x. Gie findet daher aud) 
Statt, wenn x Null ift. Für x = 0 folgt aus ihr 


a — 0. | 
Sft а Null, fo ift bie obere Gleichung einerlei mit 
А bx + ex? + dx? + gxt + ....— 0 


b -++ сх -+ dz? + gx? + ....— 0. 
Der Urvariable х repräfentirt in dieſer Gleichung noch jeden 
Werth, alfo auch ben Werth Null; und ba die Gleichung in Er: 
. füllung gehen foll, menn х Null ift, fo muß 


fein. Die erfte Gleichung geht für a = 0 inb b = 0 über in 
сх? + dx? + gxt 4- ....— 0 


ober mit 
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oder, burd) x? bibibirt, in 
c + dx + gx? -|-.... = 0. 
Der Urvariable x repräfentirt immer noch jeden Werth; unb für | 
x == 0). geht bie legte Gleichung über in 
c = Q. 
Aehnlich fann erwiefen werden, bag d = 0 ift, u. f. fu u. f. f. 


$. 104. 
Sind für jeden Werth des Urvariabeln x die beiden Funftionen 
а + bx + ex? + dx? Let -–.... 
und а -+ b'x + ех? + d'x? +gxt-+.... 
einander gleich, fo find bie Coefficienten von einerlei Potenzen des 
UÜrvariabeln einander gleich, b. h. es ijt 
a = а 
b=b 
c — c' it. f. w. 
Wegen ber Vorausfegung findet für (eben Werth des- Ur, 
variabeln x bie Gleichung Statt 
a -+ bx + ex? + dx? + gxt +... =®a+bx-+ сх2 
+H d'x? H g'x* +... 
Aus ihr folgt | 
(a — а) + (b — b^x + (с — ox? + (d — dx? 

1 4 (g-—g)»:-....—0 
unb ba bie erftere Gleichung für jeden Werth von x gilt, geht 
auch bie legte für jeden Werth von x in Erfüllung. Nach bem 
vorigen Paragraphen ift bann jeder von ihren Coefficienten gleich 


Null, und deshalb ift А 
а = а 
Ъ = 
с=с и. f. w 
6. 105. 


Ой für jeden Werth ber береп Urveraͤnderlichen und y 
bie Жий оп 


\ 
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a + bx + cy + dx? + gxy-+hy?+ky? + 1х2у + may? 
Tony? de... 
gleich Null, fo ift jeder von den Coefficienten gleid) Rull. 
Man ordne die бил ол nad) den Potenzen des einen Ur 

veränderlichen, etwa x; das liefert 
(a + су + hy? + ny? 4... )x? 4 b + gy -- my? +.. 
| + (d + ly 4- ...2x? +k+.. )xxꝰ +. 

Diefe Funktion ift gleichbedeutend mit ber erfteren. Gie ift alfo 
gleid) Null für jeden Werth von x; und deshalb ift nach $. 103 
jeder von den Goecfficienten gleich Null, b. 5. еб ift 


a + су + hy? +ny?’+...=0 

b 4- gy + my? 4 .... == 0 

а+{1у-+.... _ = 0 
u. f. f- 


In biefen Gleichungen repräfentirt y jeden Werth. Nach 6. 103 
ift dann jeder Coefficient gleid) Null; und bie Goefficienten bie 
fer Gleichungen find bie Goefficienten der gegebenen бий он. 


$. 106. 


Eirnd für jeden Werth ber Urveränderlichen x und y bie 
beiden Funktionen 
a -+ bx + су + dx? Lee + hy? + kx? + lx?y + mxy? 


Tony? -+-.. 

und 

а + х + су + dx? + g'xy-]- һу? -Кх! --Їх2у + may 
Tomy? +.. 


| einander gleich, fo find bie Eoefficienten derfelben Potenzen oder 
Produkte aus den Uxveränderlichen einander gleich, b. 5. es ift 


а--а 
ЪЪ 
с=с 
d=d 
g=g uff 


Wegen ber Vorausſetzung findet die Gleichung 
(a — а) + (b — bx + (e — chy + (d — dx? 
+ (g — g)»y 4- .... ==0 
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Statt für jeden Werth von x unb von y. Sad) bem vorftehen- 
ben Paragraphen ift daher jeder von ben Coefficienten gleich 
Null, folglich 

a = a’ 


b=b u. f.f. 


$. 107. 


Unter der abfoluten Summe irgend einer Menge von bes 
liebigen Ausprüden wird bie Summe verftanden, welche fif) ers 
giebt, wenn man alle Ausdrüde abfolut nimmt und fie addirt. 

Der Ausdruck 


. - 1—4 4 12 — 32 
+ B. ift gleich — 23; feine abfolute Eumme ift 49. 
$. 108, 


1) Dem Urveränderlichen x laßt fid) jedesmal ein fo Heiner 
Werth beilegen, daß das erfte Glied der Zunftion 
а + bx + ex? + dx? + gxt +... 
in abfoluter Hinficht größer wird, ald bie abfolute Summe aller 
übrigen Glieder. 

Erhelfet aus den Elementen. Nöthigenſalls fann dx {ан 

X gefeßt werden und bann würden gegen jedes einzelne Glied 
alle folgenden verfchwinden. 

2) Dem Urveränderlichen x läßt 86 jedesmal ein fo feiner 

ны beilegen, daß irgend ein Glied der бий Шон 
a-+bx-+'x?+dx? + gxt +.. 

in abfofuter Hinficht größer wird, als bie abfolute Summe aller 

Glieder, welche biefem Gliede folgen. 

Wie zuvor. 

3) Hat x einen fo Heinen Werth, daß das erfte Glied bet 
erwähnten бил он in abfoluter Hinficht größer ift als bie abs - 
folute Summe aller übrigen Glieder, fo ift ber Werth ber gans ` 
zen биш он pofitiv, wenn das erfte Glied ройНо ift, und negas 
tío, wenn das erfte Glied negatio ift. 

4) Hat x einen fo Heinen Werth, bag das nte Glied ber 
Sunftion in abfoluter Hinficht größer ift, al6 die abfolute Summe 
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aller ihm folgenden Glieder, fo ift bie Summe deg nten Gliedes 
und aller ihm folgenden Glieder pofitio ober negativ, je nachdem 
das nte Glied pofitiv ift ober negativ. 

9) 3ft x unendlich flein, fo ift bie Summe irgend eines 
Gliedes und aller Glieder, welche ihm folgen, pofitiv ober negas 
tiv, je nachdem jenes Glied es ift. 


$. 109. 


Eine Funftion y — fx umfehren, heißt, den Variabeln x 
als бин ол vou y Derítellen. 

Das Umkehren der бин он y=% gefhicht, indem man 
аиб ber Gleichung y = f, die Gleichung х — py ableitet. 
Collte 3. B. bie Зил ол 


y = a + bx + ex? 
umgefehrt werben, fo entwidele man x aus ber Gleidjung, unb 
es ergiebt fid) | 





х= Р (2) -== 
2c 2c c 
6. 110. 


Aufgabe. Die бил ол 
у = bx + ex? + dx? + gxt +... 
umjufehren. 
Auflöfung Dean fege 
x = Ву + Су? + Dy? + Gy: +... 
unter B, C, D, G.... conftante aber nod) unbefannte Ausdrücke 
verftanden. Alsdann ift 


x? = B?y? +2BCy? + | бр + | sep! F u 


+C? +2CD 
x? — B?y? + 3B?Cy: + ( 3B?D јуз 4 .... 
--3BC? 
xt — Biet +4B’Cy’-+ .... 


= В5у5 + .... 
u. Ff 
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Die Werthe für х, x?, x? .... fubftituire man in der Gleichung 
у = bx 4+ сх? 4- dx? + gxt +... 

dadurch entfteht, wenn man auf Null bringt, und nad) den Pos 

tenen von у ordnet, 








bB)y+( bC )у?+( bD ууз+[ bG Jjyt....—0. 
|. 1 | | pepa! + 2cBC +2cBD 
. + dB? +еС? 
+3dB?C 
+gBt 


Diefe Gleichung muß in Erfüllung geben für jeden Werth des 
Veränderlihen y. Daher ift nach $..103 jeder Coefficient ber 
Gleichung Rul; und hierdurch gewinnt man für bie unbefann: 
ten Gorfficientey B, C, D .... die Gleichungen 

: bB—1-—0 

bC + cB? = 0 

bD + 2cBC + dB? = 0 

bG + 2cBD + cC? + 3dB?C + gB! — 0 


u. f. f. 
Aus ihnen folgt 
1 
B=5 
c 
C = b? 
2c? — bd 
D= ғ 
9c? — bcd + b?g 
G = — — — ⸗ 
u. f. f. 
Daher ift die verlangte бий он 
| x= . 
1 c 2с2 — bd 9c? — bed +- b? 
Pert ты rn 


Sollte man die Funftion 
y =a + bx + сх? + dx? + gxt +... | 
umfehren, fo 6eftimme man, was ба 06 leiftet, x ад Yunftion 
von y —a. 


156 Differentialien und Sunftionen im Allgemeinen. 6, 110—112, 


Aus der gegebenen Funktion folgt nämlich 
у — а = bx + сх? + dx? + gxt +.. 
und das ift der zuerft behandelte бай. 
Die Umkehrung der Funftionen giebt zu ausgedehnteren Un: 
terfuchungen Veranlaffung. 


$. 111. 


Wenn eine бил ол f, fih einem Werthe G nähert, wäh. 
rend ber lirveränderliche x einem Werthe g näher rüdt, und bie 
бин ол f, den Werth G wirklich erreicht, ſobald der Veränder⸗ 
liche x den Werth g erreicht, fo nennt man jenen Werth G ben 
Gränzwerth der Funktion für biefen Gang und bieden Gräny 
werth von x, unb bezeichnet ihn, indem man das Zeichen lim 
(limes Gränze) dem Zeichen fx der Funktion vorfebt. 

So ift 3. B. 1 der Gränzwerth der Funktion 

ах "m 
wenn x fih bem Werthe Nul nåhert unb ihn erreicht, alfo in 
diefem Sinn 
lim ах = 1. 


Mebungen und Praktifches. 


6. 112. 
1) Was ift dad Grund» Differential, ein allgemeineres Diffe- 


tential? Was ift “Fr Laft ſich dx in endlichen Zahlen 


ausdrüden? Was find Differentiale erfter, zweiter u. f. w. 
Ordnung? Was ift ein urveränderlicher Ausdruck, ein- 
conftanter? Was ift eine Funktion? Wann ift fe abhän- 
gig veränderlich? Ift ein veränderlicher Ausdruck unbefannt, 
oder eit conftanter immer befannt? Was ift eine ganze 
Funktion? Welche Säge find für fie Dingeftellt worden 1 
Was heißt еб, eine бил он umfehren ? 
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2) Es ijt | 
(a, 1-8, x! e x? -- 85x? +.) (b, +b, x! --b,x? J-b,x? +.) 
шин agb, 10 





aob, x? (а,Ь, } x? (agb, \х*+... 
*a,b, Si a,b, a,b, 
8,00 a,b, aab, 
\a,b, a,b, 
a,b, 


Man erfennt hier leicht das combinatorifche Geſetz, nad 
welchem bie Entwidelung fortfchreitet. 
3) Quotienten von der Form 
a + bx + ex? + dx? +... 
а, + bix + ex? + dix? 4 .... 
fónnen vermittelt $. 98 des erften Theils der Zahlenlehre 
in Summen von ber Form 
an + Бах + eux? + dux? +... 
verwandelt werden. Diefe Verwandelung läßt fid) auch mit 
Hilfe von $. 103 bewirken. 
Man. fege 
а --Ъх 4 сх? -- ах 
— e A UE TET i — A -- Bx +4 Cx?-- Dx? H .... 
unter А, B, C, D .... unbefannte conftante Ausdruͤcke vers 
ftanden, und multipficite die Gleichung mit bem Nenner; 
das liefert: 
ad ox er + dx? +... 











= аА + x+ aC x? + ар , x? +... 
|. cA зэв)  )+ъС 
+ cA + cB 
+ дА 


‚oder, wenn man bie Gleichung auf Null bringt, 





ад )х° -+ аВүх-- а,Сүх2-- аОүх?-+-.... = 0. 
ВМ | n ВА 438 + bh 
—b | + cA + «В 
` —с + 4А 
—d 


Diefe Gleichung muß für jeden Werth von x іп Erfüllung . 
gehen. Daher ift nach $. 103 јерес von ihren Eoefficienten ` 


- 
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gleich Nul; und diefer Umftand liefert bie CD 
"rëm für bie unbefannten Goefficienten A,B, C, D.. 


аА — а == (0) 
aB+bA—b=0 
aC+bB+cA—c=0 ` 
aD + b,C + eB + dj —d = 0 | 
u. f. w. 
Aus ihnen folgt 
А = > і | 
8, 
B— а,Ь ын ар, | | 
8,2 
C= (ac — 8c;)a, — (a;b — ab,)b, 


а,3 . 
[nd ада (а-а) сјы — [(ае——асдв, — (6а, 
| a, 
it. f. 10. 


Sonah hat man ` 


| | а + bx + ex? + dx?. 
` а, Vr + ex? + Aer. .... 


= a à pu. ES (а,с — ас,)а, E (a.b — Ah, x? LA 


Sft а, Р” Null, fo nehmen alle Goefficienten ber rechts 
ftehenden бил он. die Form T an. Diefer Quotient bes 
deutet Mer nicht unendlich groß, fondern, daß еб feine Зайг 
(еп giebt, welche Goefficienteu der rechts ſtehenden Жил он 
fein fónnten; bie links ftebenbe gebrochene Ўип ол fann 
daher, unter ber Vorausfegung, daf a, — 0 ift, nicht in 
eine Funktion von der Form 

ап + bax + сых? t: .... 


verwandelt werden., 
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hM 
ах a -— a— b 
, © bi xb и + =? “ur Бен 
(OQ a+bx-+cx? "ua 2 —(bd—--ag)g 
8) d-+gx — Mi O0 E, д... 
y) 32 xt 16 — 8x + dx? — 2x? + xt. 





2--Fx 
4) Eine ganze Funktion f, ift durch eine ganze Funktion pz 
theilbar, und bie бил он d, heißt ein Theiler zu fx, 
wenn «8 eine dritte ganze Funftion Yx giebt, fo daß 


== dx • Ч, oder was baffelbe fagt = Vis ift. 


Rah Meier Erklärung läßt fid) fofort der größte Theil 

der Erklärungen und Säge 068 fechöten Kapitels vom єє л 
Theil der Zahlenlehre auf ganze Funktionen übertragen. 

9) Sft f, theilbar duch pz, fo ift auch, unter a und b bes 

liebige von x unabhängige Ausdrüde verftanden, bie nicht 


Null ſind, af, durch bó. theilbar und ber Quotient 





af, 

box 
fz 

unterfcheibet m von bem Quotienten — nur durch einen 


x 


a f 
von х unabhängigen байо. Denn еб ift а = 5722 
Wenn man daher den größten Theiler zu zweien Funftio- 
пеп von x beftimmt, nah Anleitung von 6. 170 unb 172 
14), веб erten Theild der Zahlenlehre, fo darf man bei 
jeder dinzelnen Divifion den Dividend oder den Divifor 
(denn еб darf oben а oder b gleich 1 gefegt werden), ober 
. aud) beide, mit beliebigen von x unabhängigen Ausdrücken, 
‚Меп Rull find, multiplieiren, und man wird immer ben 
größten Theiler erhalten; unb fid) durch folches Multipliciren 
Erleichterungen verſchaffen Tonnen, 
Den größten Theiler der Funktionen 2x? + 5x— 12 
und 7x? + 25x — 12 zu beftimmen, rechne man 3. B. 
ſolzendernaßen | 


160 Differentialien und Funktionen im Allgemeinen. 6. 112. 


эхэ + 5x — 1217x? + 25x — 123 

| 7х? + 35x — 42 
2x + 30 

[$x--30-5 —] х--4 


2x2 + 5x — 12|2х —3 
2x? 48x 





— 3х — 12 
— 3x — 12 
0 
Beifpiele 
2x? + 7x? — 14x +5. x4-5 


a) xt — 3x? + 2x? — 9x +3 — 3122173 


х5 — xt — 4x? + 10x? — dx H  x?— x —1 
2x* -5x? — 6х2 — x--35 2х5 

) x? — 5х? +3x +9 ski 

7) x? —х1—9{х-1-45 x+5 


8) 





Umkehrung der Xeiben. 


1 2 22 23 
6) y — 10* ^ 105° 4 165 * инч 101. +... 


x = 10y + 2y? Lien L у? Le 
йу=1+х+5 + +++ 


2 2 433 —4M 

x = (у—1) — (у —1)* + -2— D мэн EP 

7 x? 4 

8) у—у? +-у° —y* |у —у° ct. —x— SÉ -21 
HE 

51 str“ 


2 
TEE EES 
x? 
41 


sn frt Bei Eet Eet 


$. 112. - Diffsrentielien und Bunktionen im Allgemeinen. 161 


9) 


Aus der gegebenen Gleichung zwifchen ben Veränderlichen 
x und y wird х 016 би он von y, unb у als Funftion 
von x nach Anleitung des $. 110 gefunden. Um x als 


Funktion von y zu erhalten, fubftituirt man ай x Ме 


Reihe 

Ау + By? + Cy? --.... 
bringt die Gleichung auf Rul, ordnet fie nach ben Potens 
zen von y, fegt jeden Coefficienten gleich Rul, und ents 
widelt aus ben ‚hierdurch entſtandenen Gleichungen die Goefs 
ficienten A, B, C.... Eben fo wird verfahren, um y al 
Funktion von x herzuftellen. 


x5 х! x? x!! 
(delen EN mW mt 
1-3-5 1-3-5-7 


gd easy ador! "246897 + 


Bei biefem Зере if feicht zu erfennen, daß fih x als 
бий он von y durch eine Reihe audbrüden werde, welche 
nur ble ungeraden Potenzen von y enthält. Nach der ges 
gebenen Gleichung hängen x und y bergeftalt von einander 
ab, daß beide gleichzeitig ihr Vorzeichen wechfeln, b. Б. wird 
dem Beränderlichen x das entgegengefegte Vorzeichen geges 
ben, fo nimmt aud) y fein entgegengefehtes Vorzeichen an, 
und umgekehrt. Giele Abhängigfeit leidet feine Aenderung, 
wenn x ад бин он von y hergeftellt i Sie findet abet 
nur Statt, wenn 

ox == Ау + By’ + Суз + .. 
ift. Man fubftituire daher für x diefe Reie. Setzte man 
übrigens 
х = ау + by? + cy? + dy! +. 
fo würde fih jeder Coefficient einer geraden Potenz von y 
gleich Rull ergeben. 


Wolffe Anal. и. Differ. Ste Auf. 14 


3 


162 Gonvergenz.d. Reihen. Unendl. geom. Progreſſion. $. 113. 


Achtes Kapitel. 


Bon der Gonbergeng ber Reihen. Inendliche 
geomefrifche Progreflion. 


| 6. 113. 
Ge feien x, a, b beliebige abfolute Werthe, n fei eine poft» 


tive ganze Zahl, und wachſe bis + oo; bann ift 


1) lim(1 + х)" = Le 
2) lim (* I а by = | о 


1 
3 im ( Dr — 
Nach dem binomiſchen Satz iſt 
(1 + х)" = 1 + nx + nx? ийг х? 4-.. 


= 1 4+- nx + 12—12 n +... 


Waͤchſt nun bie ganze Zahl n, fo: wächſt bie Reihe, еб verſchwin⸗ 
den zulegt bie Subtrahenden in ben Differenzen und fie wird 


Le, Daraus erhellet 1). 
Es iſt 


а bw by 
CT) =(@(+) 
Danach erhellet 2) aus 1). 
Endlich ift | | 
1 1 


КЕЧ раз азу 
— —— == b — b n 
arb m (1+2) 
und e$ erhellet auch 3) aus 1). | 
(8 möge noch bemerkt werden, Daf (ЕР) zunimmt, 





(=) dagegen abnimmt, während n аф 


A 
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$. 114. 
Es fei n eine pofitive ganze Zahl, welche zunimmt bis oo. 
Sft x ein-abfoluter Werth, größer a(8 1, fo wächſt alsdann х", 
und zwar bis Lo, nad) 2) im vorigen Paragraph; ift dage- 
gen х èin abfoluter Werth, Heiner 016 1, fo nimmt x? ab, bis 


1 , nad 3) im vorigen Paragraph. 














$. 115. 
Durch Divifion findet fid: 
1 х 
рэг или үеэ 
=1+х+үу— 
4 2 _Х° 
=1 +1 +x р 
4 
=1 +x +22 42° р 


— 1 + х х2 x? a Siia за 


Jeder von ben rechtd ben Beſchluß machenden Quotienten fei 
burd) r bezeichnet und werde Reſt genannt, die Summe ber bem 
Жей vorangehenden n Glieder fei sa, und q bezeichne den Werth 


des urfprünglichen Quotienten Dann {ОШ 





1 
1—x 
q = Sn +r 
jede рес oberen Gleichungen bar. 

Es fei nun 

1) x ein abfoluter Werth und Fleiner ald 1, oder in Zeichen 
ausgedrückt 

| 0<х<1. 

[Die Differenz 1 — x hat unter der gegenwärtigen Voraus: 
ſezung im Allgemeinen einen endlichen Werth, unb ift als einen 
leen habend anzufehen. 2806 x bem Werthe 1 fo Außerft nahe, 
daß 1 — x zu einem Differential bdx herabfänfe, fo- folgte aus 

1—x=b-dx 
x=1—b-dx 
11* 
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und ed müßte, nach den Erörterungen im vorigen Kapitel x = 1 
gefegt werden, welches bie gegenwärtige Vorausſetzung ausfchließt. 
lleberfaupt ift zu unterfcheiden ob x — 1 obe x —1.] ` 

Der Зеб r ift bei unferer Vorausſetzung um fo Heiner, je 
größer bie Anzahl n der ihm vorangehenden Glieder ift, unb er 
verfchwindet, wenn n = оо; denn fein Nenner 1 — x hat einen 
endlichen Werth, und fein Zähler x^ nimmt nad) den vorſtehen- 
den Paragraphen ab, während n matt, und verſchwindet für 
п = оо. — Man hat daher nüherungsweife 

Ч = Sn 

um fo genauer, je größer n ift; unb für n = oo ift vollfommen 
richtig: q = So. 

2) G6 fei andererfeits 

—1<х<0 

b. 5. x negativ unb in abfoluter Hinſicht Fleiner als 1. 

Der Reft r ift pofitio ober negativ, je nachdem n gerabe 
ober ungerade; fein abfoluter Werth nimmt ab, während n wächft 
unb verfcehwindet mit n — oo. Daher ift näherungsweife 


Ч = Sn 
um fo genauer, je größer n, und genau 
. Ч = So. 
3) & fi x — 1. 
In diefem бай it а= EE aud r= оо. Ge ig 
daher nicht näherungdweife q in sn zu erhalten; aber е6 ift 
q = Be - 7 


unb bie Reihe ijt | E 
1+1+1+1+1+ .... ohne Ende. 
4) 66 fei x = — 1. | 


Set it q= P 4; Ме Summe 


1+x+x? +... Lack D 
geht über in 


1141-14... #145 


| 
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je nachdem n gerade ift oder ungerade, und еб IR q nicht нд 


rungsweiſe in s, nod) in so zu erhalten. Der Seti der uns 


enblichen Reihe an fid) 


1—1+1—1+.. 
ift unbeßimmt. 

9) Es fei x — 1. 

Es ift dann 1 — x negatio, alfo q negativ. Der 9teft r 
ift gleichfall8 negatio; er wird in abfoluter Hinficht größer, wenn 
n zunimmt, unb ift — oo, wenn n= оо. Die Glieder ber 
Summe s, find fámmtíid) pofito und fleigen. Die Cumme з, 
entfernt (ij) mehr unb mehr von q, je größer die Anzahl ihrer 
Glieder genommen wird, unb ift oo, wenn n = со. 

6) Ga fei endlich x < — 1. 

Der Ret г mádft in abfoluter Hinficht während n zus 
nimmt, und wird oo, wenn n =œ. Die Summe s, entfernt 
fid) daher mehr und mehr von q während n wächft, und fie ift 
со, wenn n = оо. 

Auf zwei Ergebnifle biefer "eng 1 (enfen wir vorläufig 
bie Aufmerffamfeit. 

Die Reihe 

Ii+xı+r? + x? +... 

liefert, bei geifen Werthen von x, in der Summe s, ihrer ers 
Ben n Glieder näherungsweife ben Quotienten q, um fo genauer, 
je größer n ift, und ед fällt bie Summe so aller ihrer unends 
fi vielen Glieder vollfommen mit bem Duotienten q zufammen; 
während bei anderen Wertben von x bie Summe s, fid) bei 
feigenbem n mehr und mehr von bem Werthe des Duotienten q 
entfernt. Das Erfte it der бай, wenn bei fteigendem n das 
Reftglied r abnimmt und bei n — оо verfchwindet; bae Andere, 
wenn r zunimmt mit n. 


6. 116. 


Unenbliche Reihen ergeben fih bei vielen Gelegenheiten, unb 
mar ohne jedesmal aus endlichen, ihren Werth ausprüdenden 
ormen zu entfpringen; auch fónnen fie willfürlid) gebilbet wers 
den. Gie erlangen für bie Folge Wichtigkeit. 
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Eine unendliche Reihe liegt entweder in beftimmten Zahlen 
vot, ober fie ift Funktion eines ober mehrerer Variabeln. 

Andererfeitd ift entweder eine endliche Form befannt, ale 
beren Repräfentant die unendliche Reihe fid) darftellt (vorige 
Paragraph), ober e8 ift eine [обе Form nicht befannt. Und ift 
eine endliche Form nicht befannt, fo ift fie entweder möglich oder 
überhaupt unmöglich. 

Sft eine endliche Form befannt oder möglich, fo fann immer 
ein Reftglied rn gedacht, vielleicht auch -ermittelt werden (wenn еб 
fich nicht fofort ergiebt), von ber Befchaffenheit, daß е8 ble Summe 
Sn bet erften п Glieder der Reihe zu dem Werth ergänzt, welchen 
die unendliche Reihe тоот еШ. Oft auch fann oder muß man 
fi) mit einem Näherungsausdrud für das Reftgliev begnügen. 

Sft bie endliche Form nicht möglich, fo ijt auch das Эейг 
glied in endlicher Geftalt nicht möglich, weil man fonft zu einer 
endlichen Form für den Werth der unendlichen Reihe gelangen 
würde. (58 ift dann nur ein fid) näherndes Reftglied in ends 
licher Form denkbar, unb vielleicht zu erlangen. | 

Stimmt das Reftglied ra ab, während n mat, und vers 
fchwindet еб, wenn n= oo, fo nähert (id) bie Summe За, wähs 
rend n zunimmt, mehr und mehr bem Werthe, welchen bie uns 
endliche Reihe repräfentirt, und fällt mit bem Werthe ber Reihe 
zufammen, wenn n= оо. Nimmt dagegen das Reſtglied zu, 
während n macht, und wird её unendlich, wenn n = оо, {о 
entfernt fih die Summe s, bei fteigendem n -fortdauernd von 
dem Werthe, beren Repräfentant bie Reihe ift. 

Liegt eine unendliche Reihe vor, ift ein endlicher Ausprud, 
als deffen Repräfentant bie Reihe zu betrachten wäre, nicht ber 
fannt, noch ihr Reftglied genau oder annähernd, fo fann man 
zunächft nur prüfen, ob bie Summe sn bei fteigendem m fid 
-mehr und mehr einem beftimmten enb[idjen Werth nähere und 
ihn erreiche bei n= оо, ober nicht. 

Diefelbe "unendliche Reihe fann aus verfchiedenen endlichen 
Formen entfpringen, deren јере bann ein befondered Jieftglieb bes 
dingt. бо ift z. B. 
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-=i + х%-+....- 
unb, wie leicht erhellet 
адаф kant ami 
während п 019 oo zunehmen darf. 
Bei- einer unendlichen Reihe ziehen wir baher flet ben 


Werth zunächft in Betracht, welchen fie unmittelbar an fid) als 
unendliche Reihe vorftelt. 








1—x 


6. 117. 


Eine unendliche Reihe heißt convergent, wenn bie Eumme 
aller ihrer Glieder einen endlichen Werth bat, Divergent, wenn 
bie Summe aller ihrer Glieder unendlich ift, oder ‚unbeftimmt. 

Eine convergente Reihe ift entweder durchaus fallend, ober 
её nehmen die Glieder von irgend einem fpäteren an fortbauernb 
ab. Eine fallende Reihe ift aber nicht nothwendig convergent. 

69 fann ein Steigen oder Fallen Statt finden ohne Ende 
fort, während nur ein endlicher Werth als Gran erreicht wird. 
Die in einem Kreife liegenden regulären nede wachſen, wenn n 
zunimmt, ohne Ende fort, aber nur bis zum Kreiſe felbft, ber 
Bier die endliche Graͤnze bildet; bie um den Kreis liegenden 
regulären nede nehmen ab, während n waͤchſt ohne Ende fort, 
bis zum Kreiſe. 

Steigt eine Reihe ohne Ende, ſo werden entweder die 
Glieder zuletzt unendlich, oder es ift bie Reihe bod) Ме alges 
braiſche Summe aus unendlich vielen endlichen Werthen. Das 
letzte iſt auch der Fall bei einer unendlichen fallenden Reihe deren 
kleinſtes Glied einen endlichen Werth hat. 

Das Fallen oder Steigen wird ſtets nach den abſoluten 
Werthen der Glieder beurtheilt. 


8. 118. 
Die Reihe 
1+x+x?+x’+xt! +... (d 
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ift convergent, wenn 
—1-—x--r1 
unb ifr volfländiger Werth ift. alóbann 
1 


1—x 
dagegen ift fie bivergent, wenn 
+1<х<— 1. 


Hat die Reihe an fih einen endlichen Werth, fo fel. er s 
Aus 
s-1+x+x? рх + xt +... 
folgt s-1l+ıxıll+x+r?+r’-+...] 

8-114-х-8 

17 

| alfo з= +. 
Das Weitere erhellet aus $. 115. 
Wir nennen diefe Reihe die unendliche geometrifce 
Progreſſion, (ед йл die geometrifche Reihe. 
Man fat nun ferner | 

а -+ ах 4 ax? ax? +... 

—all+ı tr? + ....] 








$. 119. 

Das nte Glied einer unendlichen Reihe bezeichnen wir burd 
ta, Un, u. dergl., unter n Stellenzahl verftanden. Eine unend⸗ 
. fidje Reihe wird demnach dargeftellt durch: 

t, +t +t, +... 


6. 120. 


Sft die unendliche Reihe 
t, +, +6, +6, +. 
convergent, fo ift, unter a einen endlichen Werth verſtanden, auch 
die Reihe 
at, Let, P at, P at, -– .... 
convergent. | 
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Denn ift ber Werth der erften Reihe endlich, fo ift е6 aud) 
der der anderen. 


©. 6. 121. 
Die unendliche Reihe . 
6 +6, +t, +e 
. fe convergent, unb 16066 Sie fei рон. Б? Summe s, bes 
liebig vieler beliebig aus ifr entnommener Glieber ift pofitio unb 
von endlichen Werth. 

Die Summe der übrigen Glieder fei su, bie Summe ber 
Reihe fei s. Замд find s, und s, offenbar pofitio, unb fei 
ner рі ет pofitiven Werthe fann unendlich fein, weil fonft ihre 
Summe s, + Sn nicht den endlichen pofitiven. Werth s liefern 
fónnte. 

Daher ift 4. B. die Reihe 

t; Hti +t, +... 
convergent. 


$. 122. 


Es ſei die Reihe 
t; Lt +t t; +. 
convergent und jedes Gite fei рой. Werden in beier Reihe 
beliebig viele Glieder am beliebigen Stellen negativ gefegt, fo ift 
Ме fo geänderte Reihe auch convergent. 

Die Summe diefer geänderten Glieder ift negatio, und end» 
fij nach bem vorigen Paragraph. Eie fei — s. Die Summe 
з. der übrigen. Glieder ift gleichfalls endlich. Der Werth bec 
geänderten Reihe ift s, — s, mithin endlich. 

Demnach wäre з. B. 

t, —t, +, — t, + 
fonvergent. 


$. 123. 


| Eine unendliche Reihe, bei welcher vom zweiten iie ab 
1006 ӨНӨ in abfoluter Hinficht Heiner ift ald das vorangehene, 
und deren Glieder abwechfelnd pojitio unb negativ find, ift convergent. 
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Die Reihe fei 
t, —t, +, —t, + —t, +... 
Die Summe der Reihe fei з. 08 ift 
s =t, — (t, Bal — (t, —t,) —.... 


aud . 
_ s = (t, — 6.) 4 (6, — 6,) 4 (6—6) 4- .... 
Da jedes Glied der Reihe größer ift ald das nächſt folgende, fo 
find Ме Differenzen t, —t,, t, — ty een t, —t,, t, — Eat sen 
fanmtlich pofitiv. Deshalb ift 

8-0, 
zugleich s>t, —t.. 
(56 liegt alfo s zwifchen zwei pofitiven Gränzen, und ift deshalb - 
endlich. — Sft andererfeitd 


—t, +, —t, +t, —.... 
bie gegebene Reihe, fo findet fid) eben fo 
s>—it, 
zugleich s < — (t, —t,) 


unb bann liegt s zwifchen zwei negativen Gränzen, ift alfo eben; 
fals endlich. 


$. 124. 


Jeder einzelne ber Werthe q, 4, q”, .... befinde fid) zwifchen 
den Grángm — 1 unb + 1, d. 5. е6 fei 
-1«4«-441 
—1 «—q'«-1u.f.f. 
bann ift ble Reihe 
1) 1--q-4- qd taggt, 
convergent. 


Der größte Werth, welcher іп abfoluter Hinſicht unter den 
Werthen q, q’,.... fid) findet, fel, pofitio genommen, д. Dann 
it —1-g---1 unb bie Reihe 

2)1--5--65-4-67---- 
convergent nach $. 118.7 
Run fei zuerft jeder bec Werthe 4,4, q",.... роо. Dann 
ift ber Werth ber Reihe 1) pofitio, aber ‚Heiner 019 ber bec 
Reihe 2), folglich endlich, alfo bie Reihe 1). convergent. 


pP 
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Zweitens feien beliebig viele der Werthe 4, 4, q", ... 
negatio. Dann ift eine Anzahl von Gliedern ber Reihe 1) nega; 
tiv, und bie Reihe ift convergent nach $. 122. 

Folglich ift Ме Reihe 1) ſtets convergent. 


$. 125. 
Es fei 
t, +t, +t, H- F toi + t + 644 eee. 
eine unendliche Reihe. Man bivibire jedes Glied in das nächft 
folgende. Liegt einer der entftehenden QDuotienten etwa uu 
innerhalb der Gräͤnzen — 1 unb +1, und befinden fih alle 
folgenden Duotienten innerhalb verfelben Graͤnzen, fo ift bie 
Reihe convergent. 


. 66 fei 
SH аш —1<g<+t 
i. g ub —1-q--41 
ба < 
tats _ a” und — " 
£a 9 unb -I<<+iuff 
Dann ift 
һы==ЪҺ.ф 


fas = баг = 6:99 

+з = bad = 444” 
Die Reihe läßt fid) wiedergeben durch: 
£1 + +, + + to + ta +q + qq + 99” El 
und еб erhellet ihre Convergenz aus bem vorigen Paragraphen. 


$. 126. 
Es fel 
2020 +a x! -- a,x? H .... ax? -]- анх" -- .... 
eine unendliche nad) ben Potenzen eined Urveränverlichen x forts 
fehreitende Reihe; bie ben Goefficienten unten beigefügten Ziffern 
find Stellenzahlen. 


/ 
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Man dividire jedes Glied in das nächft folgende und es fel 
алых“ __ SCH 
а.х" 8n — 9 
а2+9Х11+2 аьа 








== x = 
алых! аһ d 
85-5 
— Xx == 
ajs 000 
8o Li 
х= , 
Bo de 


Die Werthe ber Quotienten q, Gr, qu, .... hängen ab einer⸗ 
feità von den conftanten Quotienten 
"eh 82 
Өд A 
anbererjeító von ben 9Beriben des Variabeln х. Die vorgelegte 
Reihe ift convergent, wenn jeder ber Quͤotienten q, q,.... inners ` 
halb ber Gränzen — 1 unb + T fid) befindet. 
Wir {фей voraus, daß in abfoluter Hinficht entweder 
ан _ 8818 c eB _. eh 








an An+1 Bona Ba 
ſei, ober 
a An 85 
SH bR "PB. Ze, 
Эше fei 
a 
аһ < et? 8.3 < un < An Li 
An 80:44 An-+2 Ba 


іп abfoluter Hinſicht. 
Der pofitive oder negative Werth des Duotienten = + 


fei durch A bezeichnet, und ед ftele х” einen befonderen pofttiven 
oder negativen Werth des :BariabeIn x vor, von ber Veſchaffen⸗ 
heit, daß 

—1 < Ах <-+ 1. 
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In abfofuter Hinficht, auch х” abfolut nehmend, ift dann 


"eis ty ос ty 
An An+1 
Sft aber 
0<+z<+i1 
fo folgt 0:--2---1 


unb еб erhellet, bag wenn wir die conftanten Quotienten эн 


mit den ihnen urfprünglich zugehörigen Vorzeichen + oder — 
nehmen, eben fo х, 


1<t х < -- 1 
Ep 
An-+1 


-1< к +i 


| u. f. f. 
fein muß. | 
Unter ber gegenwärtigen Vorausſetzung ift daher bie vor: 
gelegte Reihe nach $. 125 convergent. für jeden Werth von x, 
welcher der Bedingung genügt: 
— 1 < Ах < + 1. 
Wird hier durch A bioibitt, fo man wenn А pofitiv ift 


1 
eet 
unb, wenn A negativ, | 


1 1 

(00 ТАРХ»-Д 

Beides ift däſſelbe. Die Reihe ift alfo convergent für alle 
Werthe des Bariabeln x, welche fid) innerhalb ber Gränzen 


1 1 
— ж unb + ON befinden. 


Wir {ереп andererfeits voraus, еб fei in abfoluter Hinficht 
8513. 42:43 — Bei 


uL, AM, ABL, 
аһ ал-1 An+2 8o 
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Фет poſitive oder negative Werth des Quotienten eH 
fei durch B bezeichnet. Nach Anleitung der eben durchgeführten 
Erörterungen erhellet байр, bag bie vorgelegte Reihe convergent 
fein werde für alle Werthe von x, welche gleichzeitig den beiden 
Bedingungen genügen: 


-1«Ах«-1 ` 
unb — — 1 < Вх < + 1 
oder 
- 4 <ı<+tı 
1 4,4 
| und 5 <х< 1% 


Beide Bedingungen werden erfüllt, {оба x innerhalb der Grän- 
zen fich befindet, welche die engeren find 

Ueberhaupt alfo: fleigen jene conftanten Quotienten in abs 
ſoluter Hinfiht, fo muß, damit die vorgelegte Reihe convergent ` 
ausfale, | | 

і ` 1. 
| TESSE € 

genommen werben; fallen dagegen bie conftanten Quotienten, fo 
muß x der Bedingung entfprechen: 


1 1 
TESSE 


oder bet 


1 
=g<ı<tg E 


je nachdem bie есеп Granzen die engeren ſind oder die anderen. 
Entſpringt ber Werth B = эн aus ben Goefficienten 


zweier benachbarten Glieder, welche nicht eine beftimmte Stelle 
in der Reihe einnehmen, und dürfen diefe ohne Ende fort weiter 
hinaus gefchoben erben, fo nn B gufegt mit A aen ER 


bie Gränzen. — $ unb + — S gerathen in bie — А 1 amb +5 


4 
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6. 127. 
Die unendliche Reihe 


1 + gx +g:x? + gx? +. | 
unter g2, ga U f. fe Binomials Evefficienten verftanben, ift соп; 
vergent, wenn 

—1<х< + 1. 

Wegen $. 37 ift bie Reihe епо, wenn g eine pofitive 
ganze Zahl bedeutet. Damit bie Reihe unenblid) ausfale, muß 
g eine pofitive oder negative gebrochene, oder eine negative ganze 
Зай! vorftellen. Bergli. $. 38. 

Die Quotienten 

Bn 85- Batz 
rebuciren fi auf 
g—n g—(n+1) g —(n-4-2) 
n+1 n-+2 п+3 “Y 
Der Quotient 





g—n 
n+1 
fann als Repräfentant aller der bier fid) ergebenden Quotienten 
betrachtet werben, denn fie gehen hervor, wenn man in ihm ftatt 
n alle ganzen Berthe benft von 0 bis Le, 
g ift eine negative Zahl, oder pofitiv und gebrochen. Daher 

fchreitet ber Quotient `~ | 

| g—n 

| n+1 | 

während n burdj bie ganzen Zahlen von 0 bis + co fteigt 
(о. 5. е6 fchreiten alle jene Quotienten), in abfoluter Hinficht 
fteigend fort. 


Gerner ift 
E __ 
g—n п __ 
п 4-1 14-4 


n 


бїс n — оо ift bie — 1, b. h. es ift A — — 1. 
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Die Reihe ift daher convergent, wenn x innerhalb der 
Graͤnzen 


1 — 1 
—1 unb IT. 
fih befindet, d. H. wenn 
—1<х< |1 
unb ba$ ift der Gag. 
$. 128. 


Die Reihe 
2 3 4 
+ К Ке 


ift convergent, wenn 
—со<х < | о. 





Der Quotient 
1 
(п 4- 1)! 

1 

n! 

tebucirt fih auf 
1 
n 4-1 


unb er gewährt alle in gleicher Weife gebifbeten Duotienten, 
wenn n fämmtliche ganze Werthe von O big + oo vorftellt. 
Der Quotient füllt in abfoluter Hinficht, während n zw 


nimmt; er ift 2. wenn n=, b. b. е6 ift А =. 


Die Grinsen —-- unb t find — oo unb + «o. 


B 


— (n +1) unb. -- (n + 1) 
n ift nicht befchränft, fann ohne Ende fort größer genommert 
werben. Folglich ift bie Reihe convergent, wenn 


Die Graͤnzen — 1 unb + e finb 
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Zur Erläuterung Folgendes: 
Wenn man in ber Reihe 


It ++ 


9 
10 Ван x fegt, fo ijt fie fteigenb big zu dem liebe eg aber 


von dem Gliede La ài ab ift jeded folgente Glied Fleiner als 
das voranftehende. Sept man 1000 ftatt x, fo fteigt bie Reihe 
1000 
anfänglich ebenfalls, und fie fallt erft von dem Gliebe = 
"ab. Sept man nun Werthe flatt x innerhalb — 10 und + 10, 
10 
fo fallt bie Reihe fpäteftend von bem Gliede ——— 1 Tor ab und ift 


convergent, fegt man Werthe innerhalb der Gränzen — 1000 


000 
und + 1000, fo fällt fie fpäteftend von bem liebe ^ar 
ab und ift convergent. Daraus erfieht fich wie bie Grànyem — 3 


unb + 5 fónnen erweitert werden, ohne daß der Erweiterung 


eine Schranfe entgegenträte. 


$. 129. 
Die Reihen 


find convergent, wenn 
— DÉI <x < | о. 
Wegen des vorigen Paragraphen find in ben für x geges Г 


Benen Graͤnzen zunächft nah $. 121 vie Reihen 
Wolff's Anal. n. Differ. 31е Aufl. 12 
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x? xt xê 
+a а аж 


| x? x5 х! 
x +a ta tate 
convergent, und bann nad) $. 122 auch bie oberen Reihen. 


6. 130. 


Sft eine unendliche Reihe convergent, alfo die Summe aller 
ihrer Glieder endlich, fo fann man entweder diefe Summe allge- 
mein unb vollftändig beftimmen (wie 3. B. bei ber geometrifchen 
Reihe), ober man fann fie näherungsweife erhalten, indem man 
eine Anzahl der erten Glieder addirt. Die genäherte Beftim- 
mung ber Summe fann natürlich nur bei numerifch gegebenen 
Reihen erfolgen. Wie viele ber erften Glieder man zu abbiren 
habe, um eine gewiffe Genauigkeit zu erhalten, hängt von ber 
Natur ber Reihe ab. In jedem бай muß nachgewiefen werben, 
welche Genauigkeit, ober bag bie erforderliche erreicht (ei. Im 
Allgemeinen läßt fid) hierüber folgendes fagen: Es fei s die 
vollſtändige Summe aller Glieder einer convergenten Reihe. Man 
habe bie n erften Glieder in Decimalbrüche verwandelt und abbirt, 
und dadurch bie Summe s, erhalten. Man fuhe nun einen 
Ausdruck г zu beftimmen, von ber Befchaffenheit, daß bie Summe 
aller noch übrigen Glieder ben Ausdrud r nicht überfteigen fann, 
verwandele r in einen Decimalbruch und bilde bie Summe sr. 
Со weit bie Decimalbrüche sn unb зь 4 г übereinftimmen, fo 
weit (vielleicht auch etwas weiter) ftimmen fie mit der Summe 
s überein, fo weit. reicht alfo zuverläffig die Genauigkeit. Die 
DBeftimmung deS Reſtes r hängt von ber befonderen Natur bec 
Reihe ab. Der folgende Paragraph enthält eine Beftimmung bec 
Genauigkeit, welche fid) öfter anwenden läßt. 


6. 131. 


Jedes Glied ber unendlichen Reihe 


t, ta +t, +... + tr + tipi + бая H- .... 
fei pofitio und fie fei convergent. 
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Es fei 





Radh der Vorausfegung find fammtliche Duotienten q, 4, q".... 
pofitiv. Seder derfelben befinde jid) innerhalb der Graͤnzen 0 
und + 1, unb ber erite q werde von feinem der folgenden an 
Größe übertroffen, Ä 
Gs ift 

+1 = 9 

+з = fat 

һ+ = taqq'q" 


rj 


unb bie Reihe läßt fid) wiedergeben durch 
t, Ht +... + ta + talt +g 4- q'q" 4- ....]. 


Die Reihe 
1 d- 9 4- a? + q? + .... 
ijt convergent unb ев ift 
1 c-qd- q? +а° +....2> 149 +99 +... 
Run fei s die Summe aller Glieder ber urfprünglichen 
Reihe, Sa die Summe ihrer eren n Glieder, und её ijt 
s = 8. + taq[1 -- 9 -I- 99” 4- ....] 
und, nach bem VBorftehenden 
8 < Sa + 914-9 +92 T a? 4 ...31 


ober $. 118 anmenbenb 
12* 
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q 
| S < Sp + WIES q 
oder, ba q— эн ift 
‚ bt 
8 < 81 + 6; ы 
Zugleich ift 
S > 81 


unb nach diefen beiden Beflimmungen laft fid) bie Genauigfeit 
beurtheilen, mit welcher s durch sn gegeben wird. 
Es fei andererfeitd bie unendliche convergente Reihe 
t, —t,4- t, — t, +. th Ft de. 
vorgelegt. Das Glied + ta gehöre bereit der Gegend an, in 
welcher die Glieder fort und fort fallen. Die Summe aller 
Glieder ber Reihe bezeichne s, bie Summe ber erflen n Glieder 
Sn; bann ift, wenn tapı pofitiv 
S < Sn + 64 
509100 
в > Sa + (tapı — tn42) 
und, wenn 6+. negativ ift, ' 
8 — Sy — tapı 
unb zugleich 
8 < Sn — Сбн — ба). 
Denn man hat im erften Fall 
S == 8 + tanpi — (+з — рз) — (ta — 5) — oe.. ` 


zugleich 
8 == Sn + (++: — а) + (+з — фа) Te 
im anderen | 
в = Sa — н + (tats — бз) + (fia — tar) + +- 
zugleich 


8 = Sn — (фа — ыз) — (taps — npa) — e... 
und ba bie eingeflammerten Differenzen nah bec Vorausfegung 
ſaͤmmtlich pofitio find, fo erfellen bie Behauptungen. 
Und hiernach fat fid bei der gegenwärtigen Reihe bie Ges 
nauigfeit beurtheilen, mit welcher s durch sn fid) ausdrückt. 
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1) 


2) 


3) 


4) 


3) 


6) 


Mebungen und Praktifches. 


6. 132. 


Was heißt e$, eine unendliche Reihe fei convergent, Divers 
gent, und welche Säge find aufgeftellt worden? Wann ift 
bie geometrifche Progrefiton convergent, und wie brüdt fid) 
ihre Summe aus? 


Welches ift der Werth der Reihe 


і+1+ 15+ dej 
$. 
Velden Werth hat bie Reihe 
3+3+4+3+- 
Welchen Werth bat bie Reihe 
pe, Ki 
a а а 





e voraudgefegt — 1 < — 5 < + 1. 
Welchen Werth hat bie Reihe 
1 — x? + х5 — x’ -x!9— x!?-L-x!5—x!'!-F,...? 
E, wenn — 1 <x? < + 1. 
Die Reihe 

EE icd. 
ift divergent. 

G6 ift nämlich 
144 + E 


1 1 1 1 1 1 1 
=14 g EE (56) 
1 | 1 1 
Ite tat 
Die Anzahl ber Glieder, welche fid in bet edigen Klammer 


befinben, ift 
In — 2n—1l — (2 — 1)221 == 9—1 
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nämlich gleich der Anzahl der Glieder von 1 616 x weniger ber 





э: Bon diefen Gliedern ift 


x ba Hleinfte, alfo m die Summe ber in ber edigen Klammer 


ftehenden Glieder größer ale GË b. h. größer als 4. 


Daraus erhellet, daß bie Summe jeder eingeflammerten Gifie; 
der größer ift ald 4; unb еб ift die Reihe größer 019 
1+4+3+3+%+ .... ohne Ende, 
alfo die Reihe unendlich. 
Sind bie Reihen 
+4 +4 + 444 
+4 +1 +4 +44 
convergent oder divergent? 
Beide find divergent. 
Für bie erfte erhellet еб, wenn man fie folgendermaßen 
"ei 
1 1 1 
+g (күтө) tt tr) + 
und bie zweite ift dann divergent, weil ihre Glieder größer 
find al8 bie der erfteren. 
Sind die Reihen 
1—3+3—- be wt Aen I+.. 
14 +4 ат. 
1-4 +4 144-1 DEEN 
convergent ober divergent? 
Sie find fammtíid) convergent. | 
Für welche Werthe von x find bie Reihen 
a) 1 2х + 3х2 + 4x? F 5x* +... 
X x? x? х! 
В) ттт ътт 
y) 14 1:x + 2!x? +3!x? +4!xt +... | 
0) x — jx? 4 {х5 — 4x! pie dent: 


convergent? 


Anzahl der Glieder von 1 bis 


7 


el 


T тз 
+ 15 


Tas. 
Let. 


js 


8 


мн 


9 


хэ 
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Die Reihen a), B), д) find convergent, wenn x teiner 
a[3 + 1 unb zugleich größer als — 1 ift. Die Reihe y) 


ift convergent für x — 0), divergent für jedes andere x. 


10) Welchen Werth hat bie Reihe 


FEES + sy + SÉ 


2,71828182845904 .... 
Die Reihe ift convergent, denn fie entfpiingt aus ber 
Reihe in $. 128 wenn x — 1. 


Da — 


n! 


Rechnung: 


PR 
(n — 


1 
1 


0,5 


0,166666666666666666 .. . . 
0,041666666666666666 . . . . 
0,008333333333333333 .... 
0,001388888888888888.... 
0,000198412698412698.... 
0,000024801587301587 .... 
0,000002755731922398 .... 
0,000000275573192239 .... 
0,000000025052108385 . . .. 
0,000000002087675698 . . . . 
0,000000000160590438 . . . . 
0,000000000011470745 . .. . 
0,000000000000764716 . . . . 
0,000000000000047794 .... 


Dr fo hat man zunächſt folgende 


(à fragt fif nun, welche Genauigfeit erlangt ift. Nach 
6. 131 ift ber Reft Fleiner als 


1 1 

n! (п 1)! 
1 KE? 
n! (m+1)! 
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welches fid rebucitt auf нэн Wir find fortgefchritten bie 


үрү йо ift der Neft Meiner ай 


(1 Ä 
167 Tgr = 0,000000000000002987 .... 


. Died zum obern Refultat ариг giebt 
2,718281828459045238. 
In beiden Refultaten flimmen die erften 14 Decimalſtellen 
überein, alfo find diefe zuverläffig. 
11) Welches ift ber Werth der Reihe 


(ist Sr tá Fe | 


wenn x gleich 2, ober 3, oder 4, oder 5 ift; unb melde 
ift der allgemeine, ben Эй überfteigenbe Ausdruck, wenn 


man 66 zu bem Gliede —— einſchließlich, gerechnet Hat! 
7,389056 ..., 20,085536 ..., 54,598150..., 148,413159..; 


unb hat man big zu bem liebe ын einſchließlich alle 


, 1 , , x? Xx 
Glieder abbirt, fo ift der Reſt Fleiner ale ual ni 
12) Welches ift ber Werth der Reihe | 
1 1 1 1 1 
11р р 517611 


0,632120.... 
13) Welche Werthe Haben bie Reihen 


1 1 1 1 1 
1—97 try rat mit 
1 1 1 1 1 
1—3 75517717 901 71117777 | 
0,540302....., 0,841470 .... . | 


14) Die Periode eineà vollkommen periodifchen unendlichen Deci 
malbruchs fei p; unb fie habe n Ziffern; man foll beg Brug 
angeben, welchen fümmtliche Феста есп" des unendlichen 
Decimalbruchs ашёргйден. 


~ 
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Die fanmtlichen Decimabiffern machen folgende Summe aus 
X + тж + iie ohne Ende. 
Die Summanden diefer Summe bilden eine abnehmende 


geometrifche Progreffion, beren erſtes Glied Б und deren 








Quotient ux if. Die Summe aller Glieder ift daher 
gleich 
10" P 
(d ober 19 —1 
10» 


15) (8 bezine v bie fämmtlichen Stellen, welche bei einem 
unvollfommen periodifchen echten Decimalbruch ben Perioden 
vorangehen; p bezeichne bie Periode; v Babe m, p habe 
n Ziffern; man fol ben Bruch angeben, welcher bem un: 
enbliden Decimalbruch gleich ift. 

Der unendliche Deeimalbruch macht folgende Summe aus 
v P P, р 
102 + 10=+» + 10=+2в + 10m-T3n T .... 
Man [affe ben erten Summand zurüd; bie übrigen bilden ' 


eine abnehmende geometrifche Reihe mit dem erften Gliede 
TEF und bem Quotienten тус Die ganze Summe it 


daher. gleich 





p 
v 10m" Үү р 
10s t — —31- == 10s t (109—1)10» 
1 — 
10^ 
oder gleich 
| vin +p— у 





(10» — 15107" | 
Man vergleiche $. 201 des ес ен Theild ber Zahlenlehre. 
16) Welches ift bie Summe ber erften n. Glieder der Reihe 
' 1 2p 3p? dp?....f 
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welches fid) reburirt auf L. Wir find fortgefchritten big 


гєү alfo D ber Ref Heiner als 


1 1 


76 тет = 0/000000000000002987 .... 


Died zum obern Refultat ариг giebt 


11) 


13) 


14) 


2,718281828459045238. 
In beiden Refultaten ftimmen die erften 14 Decimalftellen 
überein, alfo find diefe zuverläffig. 
Welches ift der Werth der Reihe 


ET E + Hirten | 


wenn x glei 2, oder 3, oder 4, ober 5 ift; unb welches 
ift ber allgemeine, ben Reſt überfteigende Ausdruck, wenn 


man big zu dem (Пее =, ein[djlieglid), gerechnet hat? 
7,389056 ..., 20,085536 ..., 54,598150..., 148,413159...; 


und hat man big zu dem liebe einfchließlich alle 


2i po: хп X 
Glieder abbirt, fo ift ber Reſt feiner als a STT 
Welches ift ber Werth ber Reihe | 


1 1 1 1 1 
1—97 t3] —41 +y ogr tent 
0,632120 .... 
Welche Werthe haben ble Reihen | 
1 1 1 1 1 
1—91 01—67 81710177 


1 1 1 1 1 
1— 3i tsi 7 Тээгч 4 ** 
0,540302 ...., 0,841470 .... ` 
Die Periode eine& vollffommen periodifchen unendlichen Deris 
malbruchs fei p; und fie бабе n Ziffern; man (00 den Bruch 
angeben, welchen ſaͤmmtliche Decimalziffern” des unendlichen 
Decimalbruchs ausdruͤcken. 


~ 
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Die "on шинийн machen folgende Summe aus 
X T dom {бє + 5 me u... ohne Ende. 


Die Summanden diefer Summe bilden m abnefntenbe 








geometrifche Progreffion, deren erfted Glied E und beren 
Quotient ux ift. Die Summe aller Glieder ift daher 
gleich 
0 
10^ P 
TT 101 
7108 


15) Es bezeichne v die fammtlichen Stellen, voeldje bei einem 
unvollfommen periodifchen echten Deeimalbruch ben Perioden 
vorangehen; p bezeichne bie Periode; v habe m, p habe 
n Ziffern; man foll den Bruch angeben, welcher dem un: 
endlichen Derimalbruch gleich tft. 

Der unendliche Decimalbruch macht folgende Summe aus 


ү P LP  ,_ Р _ 

т0= 1 лийг лийг Шина 
Man laffe den erften Summand zurüd; bie übrigen bilden ' 
eine abnehmende geometrifche Reihe mit dem erften liebe 


Die ganze Summe ift 


n 


р ienten LL 
ijs. und bem Quotienten 1087 


daher gleich 
нала 
v 10m" у p 
10» t — —1- = 10s Т Q9 ge 
1——— 
10° 
oder gleich 
ү1074--р--у 
(10° — 1)10%' 


Man vergleiche 8. 201 069 erften Theile der Zahlenlehre. 
16) Welches ift bie Summe der erften n Glieder der Reihe 
' 1 2p 3p? 4p?...t 


\ 
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Segt man Мет N + b" ftatt k’, fo folgt wie zuvor 
Le: fn*fu fn^ — fg pn papa 
unb in folcher Weiſe fortfahrend: 
fe: fh > fuc fas fs... = СОСОТ 
Hierin werbe 
h = F = kP =h” =... =g ' 

gefegt, und man hat das zweite Gefep. | 

Beide Gefege behalten übrigens ihre Giltigfeit, wenn jede 
ber Zahlen g und h, ober eine von ihnen, eine ро[ ое ganze 
Zahl ift. 

$. 134. 

Der binomifche Sag ift in $. 76 für pofitive ganze Erpo⸗ 
nenten erwieſen worden. 

Es ift weiter, wenn n eine poſitive ober negative gebrochene 
oder eine negative ganze Zahl vorftellt, 

D (1 + х)" = 1 + nx + n,x? nx? +.. 
fo lange 
—1<х< +41. 

II) (a + b)! = a? + па—:Ь + n4a*-?b? + n, a" tb? +. 


‚fo lange 


— a «b < +a. 
Die Reihen fchreiten ohne Ende fort, weil feiner von ben 
Binomial-Eoefficienten in Nul übergeht nach $. 38. 
Man denfe unter p eine pofitive ganze Zahl, unb fepe in 


2) des vorigen Paragraphen " ftatt g. Das liefert: 


i Э) = fp. 
4, 


f; —1--px--p,x?-.... 
oder nad) $. 76 3), ba p eine pofitive ganze Zahl vorftelit, 
fp = (1 + x)». 
Diefen Werth fubftituiren wir oben, und erhalten 


(5) = (1 + x)? 


Run ift 
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oder, durch q radicirt, 


oder | 

p 

4=1 + Ё (2 2 (2) E 
$0430 Pre (2) x+ (E) EE 
und das ift dad Geſetz unter D für ben Fal, bag n eine poft, 
tive gebrochene Zahl bedeutet. 

Es Belle g an fid) eine pofitive ganze oder gebrochene Zahl 

vor, und man fepe in 1) des vorigen Paragraphen — g ftatt h. 
Das liefert | 


: fj f-Q —1 
oder | 
fg = f 
Bei ber Bedeutung von g ift nad) $. 76 3) unb nad) 4) 
f; = (1 + x) 
demnach 
NUN 
Е (1+ х) 
ober 
(1 + х) = f, 
b. P. 


(4 + х) = 1 + + — gx? F (— px? +... 
und das ift bie Formel D), wenn n eine negative ganze ober 
gebrochene Zahl vorftellt. 
Rah dem Bisherigen ift 
(1 +x} = 1 + nx 4- n,x? + nx? +... 
wenn n eine pofitive ober negative gebrochene ober eine negative 
ganze Zahl vorftellt, vorausgeſetzt 
-1«х«-41. 
Run fel 
—1< > «4-1. 


oder, was daſſelbe leiſtet, 
—a-«b---a 


190 Erweiterung des binomifhen Gate, 6.134 — 126. 
unb man fubftituire > Ван x; баб liefert — 


b b b? b? 
D + 2) = 1 + nc + naga t 0355 Hee 
oder, mit a^ multiplicirt, 
(а + b)* = а" + па: + n,a*b? + npa b? Li... 
und dag ift dad Gefe& unter ID. 
Der binomiſche Sag gilt nun überhaupt für pofitive ober 
negative ganze oder gebrochene Zahlen. 
6. 135. 
Nach bem binomifchen Sa if 
1 
' (d pr 
ie) A 
1-1 — 
BAN 


vorausgeſetzt 





01—р) И — 2р), ` 
SEET — 4 .... 
—1<р< +1. 
Man [affe p in n übergehen, unb e$ M 


Bet! A ру-1414-1-4-4 tig. 


‚Der Werth tiefer unendlichen convergenten Reihe if 
16. 132 10)] 
-2/118281828459.. 


Er Bat für è bie Folge Wichtigfeit unb wird bezeichnet ин 


e. 


$. 136. 
@ ift 


27 3 4 
ecictrtjdoadades 
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Nach bem binomifchen Gag ift 
(1 +p)’ 


=1 +x Lg + xp ee + .... 


vorausgefebt 
-1«р«- 1. 
Man laffe р in Null übergehen, und e8 entftcht 


| x 2 3 " 5 
1) Be 4-р = 1 Бх sts trat | 


Andererſeits ift wegen des vorigen Paragraphen, wenn p zu 
Жий wird, und ba died auf x feinen Einfluß übt 


. 17x 
lim [а + em! — ех 
obet 
2) lim(1 + р)? = ех 
und aus 1) unb 2) erhellet bie Behauptung. 


$. 137. 


Die Logarithmen, welche bie Zahl e zur Baſis haben, heißen 
natürliche Logaritimen. Der natürliche Logarithmus einer 
Zahl a wird bezeichnet burd) 
20 Ina. 

Dies Zeichen wird gelefen: der natürliche Logarithmus von a, 
oder logarithmus naturalis a. 

Logarithmen, deren Bafid eine andere Zahl ift als e, nennt 
man Fünftliche Logarithmen. | 


8. 138. 
(8 ift nad: 6. 136 
x? x? . 
e —icrctj4dgde 


E 
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und die Reihe nach $. 128 convergent, wenn 
— о <х < | Ф. 
Daher ift | 


a at= + ye г 


m 





++. 


fo [ange 

— o < у2 < ra ОО 
unb dies ift ber Fal, wenn 

— =<у<-+ 


unb —o-z«--vw 
Run fei 
y = lna 
alfo | e? — a. 


Diefe Werthe fubftituire man in ф) und ſchreibe х Ван z; das 
liefert 


a—1-+ (Іһа)х + 
und die Reihe ift converge, 1 wenn 
— оо < ра < + оо 
und — о < х < | Ф. 
$. 139. 
Wir haben nunmehr erlangt: 
De=14s+ 5 +5 +. 
C" 


o * 





xi C COME 


he? 





П) ах = 1 -+ (lna)x + х? + -——— x? -.... 


unb bie Reihen find convergent fü jeben see Werth von X, 
unb von Ina. 


8.140. . 
Fortab werde V—1 durch i bezeichnet. Dann ift 


i = — 1 


—1 


13 
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i9 — — 1 
i! = — i 
i8 — +1 
io = +i 
110 = — iuf. f. 
6. 141. 
п $. 139 D) werde xi он x ge[ept; das liefert 


. x? x?, xt , x5, . 
CA äer ЗГ tap si 7t .... 
et 
х? xt x? x? х5 x! . 
l — (1 — 31 41 61 «) 4 (x — 31751 71 .) 1. 
[е eingeflammerten Reihen find nach 6. 129 convergent für jeden 
Den Werth von x. | 
Wir bezeichnen, 016 auf Weiteres, bie erfte ber Reihen durch 
‚ die andere durch Yz, fegen alfo 
x? 4 xô x8 x! 0 
Kies + АТ ГТ 10177 
х3 5 х! х0 xí 1 
фа==х— = t ӨТТ T mtr 
b haben in р ёс Bezeichnung 
е“ = ф, + iJ. 


$. 142. 


Potenzen, deren Grponenten imaginaire Ausdrüde find, nennt 
m ſchlechthin imaginaire Potenzen. 


` $. 143. 


Da die Reihen pz unb Yx für jeden reellen Werth von х 
noergiren, d. H. beſtimmte reele Werthe liefern, fo ift für bie 
iaginaire Potenz ех in $. 141 ein beftimmter imaginairer 
berth von der Form p + qi hervorgegangen. 

Ein gleiches Ergebniß würde fich vermittelt ber Reihe ID 
8.139 auf ähnlichem Wege für bie imaginaire Potenz ах! 
zielen laffen. 

01110 Anal. п. Differ. Ste Aufl. 13 
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$. 144. 


In ben Elementen lief fich ber urfprüngliche Begriff ber 
Potenz, bei welchem ber Grponent eine pofitive ganze Zahl fein 
muß, ausdehnen auf Potenzen deren Erponenten negative ganze 
Zahlen find, ober pofitive ober negative gebrochene. Die Reihen 
іп $. 139 liefern auch für Potenzen mit irrationalen und imagis 
nairen Erponenten beftimmte Werthe; und wir erweitern nuns 
mehr den Begriff der Potenz dahin, bag wir unter ihr ben Werth 
verftehen, welcher durch jene Reihen für fie gegeben wird. 

Liegt der Werth einer Potenz einfach vor, fo ift e8 natür- 
lich nicht nothwendig, ihn aus den Reihen zu entnehmen. 


6. 145. 


Es entfteht bie Frage, inwiefern bie Gefege, welche in ben 
Elementen für bie dort erflärten Potenzen find erwiefen worden, ` 
ihre Giltigfeit für bie allgemeineren Potenzen behalten. 


$. 146. 
Es ift für alle Werthe von x und von y 


ех .еу — e*t», 


Denn e8 ift , 
. : 3 4 
е=1 х +97 5 + 11 Tee 
2 9 4 
e=1I4y+5 +5 + h + 
2 3 4 
ее= 1х +07 57 4g de 


x?y 


x?y 
+y + ху + Tt 8111 Tee. 
` у? ху? х?у? 
tatua 1 2191 
y! ү Xy! | 
+ 57 t gt 6 


y* 
+ 41 





T 


++ 
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oder ех. еу 
3 4 
Das allgemeine nte en ber Entwidelung ift nämlich 
| xn x"-ly x"—2y2 xu3y3 


ni t ROI + (n—2)! 2! (2—3)! SCHER «F3 
ober ын + nx?-ly + n,x?-y? -F.... 4- y*] 


oder IG + у)". 


6. 147. 


Sft nah bem vorigen Paragraph für jedes x und für 
jedes y 
1) ех: e = ett, 
fo folgt weiter, wie in ben Clementen, für alle Werthe von х 
und y 
2) e*: e = er? 
1 2 
3) e = ey 
unb für jedes x, während jedoch m eine ganze Zahl vorftellt, 
4) (ex) zem, 
$. 148. 
(66 ift für alle Werthe von x unb von y, unter m aber 
tine ganze Zahl verftanben 
1) ах. ау — ах+у 
2) ах:ау = a 


1 
3) ay = 4-7 
4) (aX)m = amı 


9) a*b* = (ab)! 
6) a*:b* = (a:b). 
Man fat 
a — ers 
ах — exina 


13* 
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alfo ift 
al. a = eine, eyins 
— e(xty)ina 
= ах+у ' 
und ähnlich ergeben fid) die übrigen Formeln. 
$. 149. 


Wir fchreiten weiter unb ſuchen eine Reihe für lny zu ges 
winnen. 
Nach $. 139 IH ift 


(4 4-3) — 1 4 (nct + ху + 
Rah bem binomifchen Gag ift 
(--хУ — 1 + ух 4 0—0, +70—00—2,, -+ sor 


On beiden Gleichungen bringen wir dad erfte rechts Bebe 
Glied, nämlich 1, auf bie linfe Seite, {ереп bie beiden Werthe, 


Ind 3 Ste A 


— — 


welche für (1 + xY — 1 fid) ergeben, einander gleich, und divis | 


diren durch y; daß liefert 
1 
in(t4- ECTS p, 754 NEN E 


unb, wenn wir " y = 0 ен, 

1) ni 4-х) == х — 4x? + 4x? — 1x* F... 
Die Convergenz erheifcht, daß 

-1«хХ«441 . 

denn während bie oben nach $. 139 IT) gebildete Reihe zwar 
für jeden reellen Werth ооп x convergirt, ift bie nach bem bine 
mifchen Sag gebildete Reihe nur convergent, wenn x fid) inner 
halb ber @тапуеп — 1 und + 1 befindet. 

Aus 


(y- og x). 


—1<х<-+1 
folgt, indem man 1 addirt 

0<1I+x<+?2. 
Vermittelft der Reihe 1) fónnen alfo nur bie Qogaritýmen и bet 
Zahlen 1 + x gefunden werben, wele innerhalb der буйл! 
О unb -+2 (id) befinden. 
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Man betrachte x an fid) pofitio und 
0<+x<+i 
bann ijt 
— 1 <—x <0 
unb bie beiden паб 1) gebilbeten Reihen 
a) Int Las x— 4x? qx? — 4х+ H .... 
B) In(1—x)— —x— ix? — jx? — jx* — 
find convergent, wenn, wie angenommen, 
0 — --x-—-. 
Die Gleichung В) werde von ber a) ſubtrahirt, das liefert 


D IplI-?kdrckdr 4004-1417 
mit ber Bedingung 
0 — +< +1. 
Man denfe y bergeftalt, daß 
- +1< 7 < | % 


fo entfpricht ber Quotient 7 yl 14 1 pe Bedingung 


р. Б. ber е Bingung, welche x zu erfüllen ра. Man jubftituire 
diefen Quotienten ftatt x und е8 entfteht, nad) einer leichten Re- 
duction zur Linfen, 


+ 


d 1 —y-c4ow. 
Vermittelft ber eben gewonnenen Reihe laffen fid) bie natürlichen 
Logarithmen aller Zahlen berechnen, welche innerhalb рег буйн» 
zen + 1 und + oo befinblid) find. 


Man benfe x und z pofitiv, fo befindet fid) ber Quotient 2 


ха: е6 innerhalb der Girüngen. + 1 und + оо; unb fegen 
wir ihn ftatt y in 2) fo entfpringt noch 

xz _ Z 3 
In хо ac T (2) T (2) +] 


ober 
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3) n@+2)=inx + dz + eem ) * | 


Die Convergenz erfordert 
 0<х<-Е 
0<z<+o 
Wird unter x eine größere, unter z eine ffeine Zahl vers 
ftanden, fo nimmt diefe Reihe rafch ab, gewährt alfo vermittelit 
weniger Glieder hinreichende Genauigkeit; deshalb ift fie beques 
mer als bie Reihe unter 2). Die Formel 3) dient aber nur, 
ln(x + z) zu finden, wenn lnx bereits befannt ift. 
Es fei 


-apta p) ЖУ api 

© 2x+z 3З \2х "7^ nVx-rz 

und г bezeidme bie Summe der übrigen unter 3) eingeflammer: 
ten Glieder, b. B. еб fei 


a tipear) + 
Dann ift D , ‚ 
<a) (ча) (а) +] 


ober 





———— — — — — A 


^n +2 (semi? 1 (57). 





oder 
ent? 
= 2 T 2 (9x +27. (x + z)áx 
Der- rechts ftebenbe Ausdrud fei ber Kürze wegen durch q bes 


zeichnet. 
Run ift 
In(x + z) —=Inx-+2(6s-+n) 


ln(x + z) > lnx + ?s 


| In(x +2) < Inx + 2(s + 9), 
Biernad) fann bie Genauigfeit. beurtheilt werben. 


alfo 
und zugleich 
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Eegen wir n = 1, z = 1, x = 250, fo wird 


Z 
s= бх +z 
q = 0,000000002 .... 
ln(x + 2) > lnx + 28 


zugleich 
In(x + ж) <Inx + ?s + 0,000000004..... 
Und hieraus erhellet, daß für foldhe Werthe von x und z, für 


2 1 
кебеп Derimalftellen, unb mie поф größerer Genauigfeit je wei: 


im Allgemeinen mit einer Genauigfeit von 


ter der Quotient — fi noch vermindert, fein wird 


27, 
4) ln(x La = ах 
Durch Divifion findet fid) 


27 7, 2,2 


2x + Z X х(2х + 2) 
und ſeben wir z — 1, x — 10000, fo liefert dies 





2z 
ЭС: x 0,000000004 . . 
. . 2 1 
Für folche Werthe von z und x, füt welche у < 10000 ift 


alfo im Allgemeinen mit einer "and von fieben Decimal- 


ftellen der Quotient — gleich dem 2x Lg vU , alfo aud) 


3) ln(x + 2)= lnx + 2- 


Der Reihen 2) und 3) bedient man fih zur Berechnung 
der Logarithmen der erfteren Primzahlen, ber Formeln 4) und 9) 
дит Berechnung der fpäteren. Die  одаг шеп der zufammen- 
gefegten Zahlen ergeben fich aus denen ber Primzahlen. 


$. 150. 


Aufgabe. Den Logarithmus von y für irgend eine Bafis 
a zu finden. 
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| Auflöfung. Segen wir 


7 Logy =x, 
fo muß x der Gleichung entfprechen 
a* — y. 
Hieraus folgt 
Ina* = lny 
xlna = lny 
1 
X = т.187 
1 
oder Logy = = i n y. 


Die natürlichen ogaritmen erhalten wir nad) bem vorigen 
Paragraph. Daher ift bie Aufgabe gelöft. 

Die Fünftlichen €ogaritmen für irgend eine Baſis a wer: 
ben, nad) der gefundenen Formel, aus den natürlichen erhalten, 


, 1 билэ 
wenn man bie legten mit ina multiplicirt. Der Ausdruck ina 


heißt der Modul des Logarithmen » Syftems, deffen Baſis a ift. 

(88 erbelfet ferner, daß bie Fünftlichen Logarithmen für eine 
Bafs а in bie natürlichen Logarithmen übergehen, wenn man fie 
mit Ina multiplicit. 


6. 151. 
Nah $. 149 5) ift näherungsweife 


In(x 4-2) = ах +. 


. Mit 1. multiplicirt geht diefe Formel über in 


Ina 
1 z 
1) Log (x + 2) = Logx + — ina x 
Hieraus folgt ‚ 
& C & 7, 
Log (x +z) — Logx = lax 


Für benfelben Werth von x, und einen Werth 2, für welchen 


z 1 , 
ebenfalls c < 10000’ ift aud) 
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a 5 1 v 
Log (Х--2)--Го x = ha x 
Die erftere Gleichung werde durch bie letztere bivibirt; das liefert 
Loga +2) — өрх _ Z 


Log (x + 2) — Logx 
Dies Geje& begründet, wie wir fpäter zeigen werben, bie 


Einrichtung der Logarithmentafeln in Bezug auf die Propor⸗ 
tionaltheile. 


- €. 152. 
Nach $. 141 ijt 
1) ех = 4-1. 
Daraus folgt, i negativ fegend, 
2) е = pı Die 
Aus 1) unb 2) entfpringt burd) Aodition und Subtraction 


2) 


xi —xi 

3 d = е ONE 

ei — ei 

4) d = a 
$. 153. 


Es ift 

1) 6? ru? —1 

2) ais — Jay + ф:45 

3) Ҹа-у = Чф«фу — ху 

Д) date = date — Yılly 

3) фу = ds uu | 
Die Gleichung 1) ift das Produft ber Gleichungen 1) unb 

2) im vorigen Paragraph. 
Nah 3) unb 4) des vorigen Paragraphen ift 
і еі еі 4 ez 
еб ебу) — ө-(к-уЛ — e-(4)i 


41 


\ 
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е 4 ec e — e” 
Pay = гд —— 
_ ёс — ea-yi Les. e- Gt») 
4i 
folglich 


^ eG») — е--(х+у)і 


dä + hy = — 3 


oder wegen 4) des vorigen Paragraphen 


ЧхФфу + Фу = Vx y. 
Das ift das zweite Geſetz; eben fo folgen bie übrigen. 





8. 154. 


Die бал ол Cos und Sin erfüllen bie nämlichen Ge- 
fege, welche im vorigen Paragraphen find aufgeftellt worden; unb 


еб lat fih бай Шил, bag Cosx durch dx gegeben wird, und 


Sinx butd) уд. 


$. 155. 


916 Maap eines Winkels ergeben fid) verfchiedene Zahlen, 
je nad) ber Art ben Winfel zu тееп. Der Winfel 3. B., deffen 
Gradmaaß 90 ift, бай zum Bogenmaaß ут. Die trigonometri 
{беп Funktionen ändern fi) baburd) nicht. Sollte daher Sinx 
durch die Reihe 

. x3 x? x! 
31 + Bl Er + .... 
gegeben werben, [o ift dies nur möglich bei einer beftimmten 
Зее, den Winkel zu те ен. | 

(58 fei а Grabmaaf, x Bogenmaaß eines und deffelben 
Winkels; dann verhält fid) 

а: 360 = x:2z 


X — 


und еб ift 


а = X. 


— 
180 ` 
Aehnlich, wenn a eim andered Maaf vorftellte. Es befteht babet 
immer ein conftanter Coefficient a, vermittelft deffen das Bogen» 
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maa x in irgend ein anderes fih umwandeln läßt. Nehmen 
wir nun a unbeftimmt, х ald Bogennaaß, und fegen 
(ax)? , (ex)? (ах)! 








Sinx = aX 2 "BI 1! + 
fo folgt 
Sinx a? a5 
x 2 87—318 Трк — 


Im Moment des Berfchwindene von x ift Sinx gleich bem 
Bogen x. Daher fat man, wenn x abnimmt big auf Nul, 

1 = а. 
Was für bem unendlich einen Winfel, als irgend einen gilt, 
muß für alle gelten, weil a nur durch bie Weife ber Zeitung, 
nicht durch den einzelnen Winfel bedingt it. 

Wenn daher die Funktion yz ben Sinus ausdrücken follte, 
fo muß unter x Bogenmaaß verftanden werden. ben fo, follte 
фх den Cofinus liefern, welches nun анд $. 153 1) fid 
fchließen läßt. 


6. 156. 


Für irgend einen befonderen Werth х’ ald Bogenmaaß fei 
| Sinx’ = Yy 
und Cosx — dx. 
Dann ift, dx ald Differential verftanden, 
Sin (x' + dx) = Sinx' Cosdx + Созх' Ѕіп х. 
(8 ift aber Cosdx = 1, und Sindx = dx, weil im Moment 
des Verſchwindens der Sinus mit dem Bogen zufammenfällt. 
Daher hat man 
1) Sin(x’ + dx) = Sin x’. 1 + Cosx’-dx. 
Eben fo folgt 
2) Cos(x'- dx) = Cosx’-1 тє Sinx’. dx. 
Andererſeits ift nach 6. 153, und weil 
dx? dir dx? 


фах = 1 ar Tp. + .... = 1 
und фа == dx — +... dx 


бері werden mug 
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3) Ur tax = dr 1+ Qx - dx. 
4) фх‹+ах = фу! 1 F Yy dx. 
Sft nun für irgend einen befonderen Werth х” 
Sinx’ = Vr 
Cosx' = ф,, 
fo ift wegen 1) unb 3) aud) 
Sin(x + dx) = Yvir 
und wegen 2) und 4) 
Cos CG + dx) == фхг+ах. | 
Hieraus erhellet aber, daß wenn für irgend einen Werth x’ 
bie Wunftionen Cos und ф, und bie Sin unb y übereinftimmen, 
fie auch übereinftimmen müffen für alle Werthe, welche durch 
Detigeg MWachfen oder Abnehmen des Werthes x’ hervorgehen. 
Nun ift : 


SinÜ = y, —0 
und Cos0 = $, = 1 
folglich ift Sin x. = yx 
unb Cosx = ф, 


für alle Werthe von x, von O big + oo und von 0 6 — oo, 
b. b. für alle reellen Werthe. 
(68 ift demnach 


x? 4 x - 
Созх = 1 — ат 1 ар бр 


x! 


. x? , x5 
Sinx =x— z Ha р: 
wenn 
—oo«x-«--o. 


6. 157. 


In ben Bunftionen фу unb у. werde xi ftatt x gefeót; 
das liefert 


2 4 6 
фа = dL nage 
3 5 7 
фы — + ат Rp Rp ei 
unb die Reihen find convergent nad) 6. 128 unb $. 121. 
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фа ift pofitiv und größer al8 1, үа imaginair. ЭГ 
Werthe liegen alfo außerhalb ber Gränzen —1 und +1, in 
welchen bie trigonometrifchen Yunftionen Cosx und Sinx fid) 
bewegen. 

Die Funktionen dx unb Yz haben eine allgemeinere Beden: 
tung al$ Cosx und Sinx. Die erfteren liefern beftimmte 
Werthe für jeden reellen oder imaginairen Werth von x; in ben 
legteren darf, ihrer urfprünglichen Natur nach, x nicht imaginair 
fein. Rur für jeden reellen Werth von х ift фу — Cosx und 
V. = Sinx; ift aber x imaginair, fo liegen bie Werthe von A 
unb außerhalb тег Gränzen derer, die Cos und Sin anzuneh- 
men vermögen. 

Die Gefege in $. 153 werden von den Funktionen p und y 
erfüllt, gleichgiltig ob х reel fei oder imaginair; mithin auch alle _ 
Gefebe, welche aus jenen fid) ableiten laffen, und woeldje bie 
Trigonometrie zunächſt für Sin und Cos аше. Die Funk⸗ 
tionen ф und y erfcheinen als allgemeinere trigonometrifche 
Funktionen. 


8. 158. 


Wir bezeichnen fortab, bei jedem reellen oder imaginairen 
Werth von x, ben n" ber Reihe 
xt х 
—3i Lx 16 +... 
durch Cosx, unb den Werth der Reihe 
x? х5 x’ 
x—3ptsgi—g7p 05€ 
durch Sinx, und erweitern den Begriff der Yunftionen Sinx 
und Cosx, indem wir von ber Trigonometrie abfehen unb un⸗ 
ter. Sinus und Eofinus irgend eines Zahlenausprudes 
х bie Werthe verftehen, welche bie oberen Reihen für Sinx 
und Cosx geben, fobald unter x jener Zahlenausprud gedacht 
wird. 
Mit den Funktionen Sinx und Cosx erhalten auch bie 
aus ihnen gebilveten Funktionen Tex, Cotgx u. f. w. allgemei- 
nere Bedeutung. 
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Die allgemeineren Funftionen Sinx u. f. w. fallen. mit ben 
urfprünglichen zufammen, fobald 
— oo «x < | oo 
b. b. x reel ijt. 
Die allgemeineren биш онен find von Wichtigkeit; und in 
ber Folge ftet& gemeint. 


$. 159. 


Nah ben $. 152 unb 153 ift nunmehr bei jedem reellen 
ober imaginairen Werth von x unb y 
1) е = Cosx + iSinx 








2) ei == Cosx —iSinx 
xi —xi 
3). Cosx — ° te — 
. ехі 2 ex 
А) Sinx — a 


5) Sinx? + Cosx? = 1 

6) Sin(x + y) = Sin x Cosy -+ CosxSiny 

7) Sin (x — у) = Sin x Cosy — Cosx Siny 

8) Cos(x + y) = Cos x Cos y — Sinx Sin y 

9) Cos(x — у) = Cosx Cosy + Sinx Siny. 
Und dividirt man 1) durch 2) fo folgt nod) 


, 1+ itgx 
2х1 — — EE 
10) e = rees 
$. 160. 


Etellt g Stull vor unb јере pofttive und jede negative ganze 
Zahl, fo ift 
1) Cos(2gr + x) = Cosx 
2) SinQgz + x) = Sinx. 
Nach elementaren Lehren ift 
Cos2gz — 1 
Sin2gz = 0. 
unb еб folgen die Gefege aus bem vorigen Paragraphen 8) 
und 6). 
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8. 161. | 
Wenn n eine pofitive ganze Zahl vorftellt, und g Null unb 
jebe pofitive und jede negative ganze Zahl, fo hat ber Ausdruck 
Co EC ИШ Sin ur x 


n verſchiedene Werthe bei jedem einzelnen p von x, und 
diefe gehen hervor, wenn man {ан g Ме Zahlen 
0, 1, 2, 3, .... n—1 
fegt, oder aud) 
0, +1, — 1, +2, — 5,.... 

616 n verfchiedene Werthe erlangt find. 

1) Man denfe g durch n bivibitt, ber Quotient ſei q, bet 
Weft 2. Dann ift 


g=nq +z 
und е6 ftellt z bei pofitivem g bie Werthe 
0, 1, 2, .... n—1 
vor, bei negativem g bie Werthe 
0, — 1, —2, — 3, .... — (n — 1). 
Der Werth ng + z werde фан g gejept, unb еб entſteht 
Cos — + iSin "SC x 


Сов ^ (hd x 2)л + x 2 (nq Lor +x 


-+ iSin 
= Cos(2q7 + ЁС нь 2 +x) + iSin (24 + г 217 + +x) 
—— Sin 227 х 


während Дай z bie angegebenen geck zu fegen find. 
2) 66 ift 


Cos ZU CTS |, Cos(2 MEC Deta) cos? r +x 
n 


n 


Sin 2(п—һҺ)х-{-х__ Sin (2 + rt) _ Sin 9(--1)т--х 
n n n 


= Со 
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Daraus erhellet, bag n — 1 unb — 1 einerlei Werthe ges 
währen, eben fo n — 2 und — 2, n — 3 unb — 3, .... 2 und 
— (n — 2), 1 unb — (n — 1). . 

3) Aus 1) unb 2) erhellet, bag bie verfchiedenen Werthe, 
welche der Ausdruck 
Co 87-х Sin "SCT? 


durch die (аша ен Werthe von g bei einerlei x erhalten fann, 
hervorgehen, wenn man ftatt g nur die Werthe 
0, 1, 2, 3, .... n—1 
fest, oder die Werthe 
0, +1, — 1, 4-2, — 2, .... 
unb bafi- er nicht mehr al n verfievene Werthe ausgiebt _ 
4) 68 bleibt noch zu zeigen, daß diefe Werthe von einans 
der verfchieden find. 
Sollte für zwei ber Zahlen 
0, 1, 2, 3, .... n—1l 
fid) Gleiches ergeben, fo müßte, unter-z ип 2 bieft gahlen 
verſtanden, 


Cos 227 + x 2 Cos 527 +x 
n n 1 
zugleich Sin et: X — Sin ет tx + x 
fein; ober gleichzeitig 
,? 
Cos 27 Tx - Cos ^27 + х —0 
n n | 
Sin 7 +x _ Sin ^27 +x 0. 
п п - 


oder gleichzeitig ' 
9Sin —— Sin 2227 — 0 


c Ern — 20 


z unb z' finb verſchieben un т» beibe feine ald n; deshalb ijt 
z — z niht Rul, unb = ein echter Bruh (< 1), alfo ift 
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niemals Sin ——r oder Sin — gleich Null. Wäre aber 


einer der Werthe Sin Ef EX oder cos E 207 + к 
gíeid) Null, fo müßte ber antere - 1 fein. 69 find реппаф 
niemalà die beiden oberen Werthe gleichzeiiig 900; und der out: 
gelegte Ausdruck liefert-n verfchiedene Weihe. 

Damit ijt der Сав ёам ен. 


$. 162. 
Ge ijt 
1) (Cosx-FiSim x)(Cos y + iSin y) = Cos(x-+y) + iSin(x4- y) 
Cosx + iSinx 


Cosy + iSiny = Cos(x — y) + iSin(x — y) 


Denn еб ijt 
(Cosx L iSinx) (Cosy + iSiny) = ex. ex = е(х+ул 
= Cos(x + у) + iSin(x +y) 





und 
Cosx J-iSinx, ех 
Cosy + iSiny “7 ei 
= Соѕ(х — y) + iSin(x — у). 





= e-r) 


$. 163. 


Es ift, wenn n eine ganze Zahl vorftellt, 
1) (Cosx Æ iSinx)" = Cosnx + iSinnx 
1 
2) (Cosx Æ iSinx)" — Cos — = iSin =. 


Denn еб ijt 
(Cosx Æ iSinx)" = (e*tzi)n — qnx 
= Cosnx Æ iSinnx 


ferner nady 1) 
(Cos X + iSin х) — Cosx + iSinx 
n n 


und das liefert 2), wenn man burd) n rabicirt. 
Wolff’ Anal. u. Differ. зе Aufl. 14 
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$. 164. 


Bezeichnen р und q beliebige reelle Ausdrüde unb ift 
р? + 9° = 1 
fo Гай fid fegen 
р + qi = Cos x + iSinx 
während х reel unb bejtimmt ijt durch die Gleichungen 


Cosx — p 

| Sinx = 4 

ift dagegen d | 
р? 44° 21 


fo laßt fid) fepe 
p + qi = r(Cosx + iSinx) 
und еб find r und x reel unb бейітті durch bie Gleichungen 


r = + Vp? + q? 
Cosx = P 
r. - 
Sin x = 4. 
r 


Die Bedingung p? + 92 = 1 bringt еб mit fih, daß weder 
p поё q fid) außerhalb der Gränzen 1 unb +1 befinden 
fann; dieſer Umſtand und die Bedingung p? + 92 = 1 redt: 
fertigen ed aber, zu {ереп 

` Cosx = p 
| ” Sinx zg | 

unb tiefe beiden Gleichungen beftimmen (Geometrie ЗЫ. I. 61е Aufl.’ 
$. 549) volijtànbig ben Winfel x. 


Sit p? +q’ > 1 fo fann nicht p = Cosx und q = Sinx 


geíebt werben, weil Sin? + Cos? = 1. Wir verfuchen babe 

zu fegen 
p + 91 = r(Cosx + iSinx) 

unb fofgetm 


P + 3i = Cosx + iSinx 
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Р — Cosx 
r 

3 — Sinx 
r 
2 


2 
P- + 35 Cosx? + Sinx? = 1 


рд +q? =r? 
unb Diernad) haben wit 


т == + yp? + q? 
unb bann | Совх = È 
Sinx = 4 
r 
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@ ift Vp? + 92 in abfofuter Hinficht größer als p und 
größer ад q, deshalb jeder der Brüche r. und i abfolut kleiner alg 


1; und da zugleich die Eumme ihrer Quadrate 1 ausmacht, fo 
fónnen fie ftet3 alà Cos und Sin dienen. Die Borzeichen von 
p und q, und da3 beliebig zu wählende von r, bedingen pie 
Vorzeichen von Sinx und Cosx; der Einfachheit wegen nimmt 
man г pofitiv, und dann erhält Cosx einerlei Vorzeichin mit p, 


Bun zs einerlei Zeichen mit q. 


$. 165. 


' n. ` 
Deg Ausdrud VI. unter n eine pofitive ganze Zahl vers 


tunden, fat n verfchievene Werthe. 
Ce ijt | 
1 = Cos 0 + iSinO 


daher: auch, wenn g Null unb jede pofitive ober negative ganze 


Jab vorftellt (S. 160). 
1 = Cos(?gz + 0) + iSin(2gz + 0). 
Лаф $. 163 ift nun 


14 * 
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und hieraus, oder was dafjelbe ift, ад 
T __ 2gm |) ET 
yı == Cos ——— 4 i Sin —— 
ergeben fih nad) $. 161 n оесіфіерепе Werthe. 
Beifpiel, 
Gà ijt 


3. . 
yl — Cos 287 97 | 1Sin niet 





und fegt man ftatt g die EN 0, : 1, — 1, fo еМ 
3 _ 
yi = Соѕ0 + 1510 = 1 


yt = Cos 37 + iSin 37 
= — Cosiz + iSindz 
= — + + уЗ 
3 
= шинж 
e | 
y1 = Cos(— $7) + iSin(— $7) 
—1—)—3 
—— | 
und jeder von ben drei erhaltenen Werthen liefert 1, wenn man 
ihn mit 3 potenzirt. 


$. 166. 


Der Ausdruck y— 1, unter n eine pofitive ganze Zahl vet 
ftanden, hat n verfchiedene Werthe. 
(à ijt 
— Í = Cosz + iSinz 
alfo aud 
— 1 = Cos(2gz + 7) t iSin(2gz +4 r) 
unb dann | 


)— 1 





— co, CE + Dr -+ iSin Cg + Dr 
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$. 167. 
n 
Daher hat auh Ya, unter n eine pofitive ganze Zahl 
verftanden, n verjchiidene Bier be: und fie gehen hervor, wenn 
n. 
man den abfoluten Werth von үа mit ben п verfdiebenen 


Werthen von үз?! muftiplicirt. 


6. 168. 
Der Ausdrud үр + qi, unter n eine pofitive ganze 3.01 
verftanben, fat п verfchiedene Werthe. 
Sit p? +q? = 1, fo läßt (ib nad) $. 164 {ереп 
p + qi = Cosx + iSinx 
dann weiter, nad) 9. 160 
p + qi = Cos(?gr + x) + iSin(2gz + x). 
Hieraus folgt nad) $. 163 


(P + Tam = Cos —— — + iSin 
und daß liefert п verfchiedene Berthe nach 6. 161. 


Sft p? +q? z 1, fo bilde man nad) 6. 164: 
p qi = r(Cosx + iSinx) ` 


2g тк 2gr+x 
n 


und e$ folgt 


1 n n 
a) (р-Г qi)? — үг үСозх + iSinx 
Run ijt nad) $. 167 und $. 165 


Yr = Vr ( Cos ET + iSin 287) 


wenn unter Vr zur Rechten der abfolute Werth verftanden wird, 
unb g' Rull vorftellt und jede pofitive ober negative ganze Bahi. 
Beiter ift 

ү Соѕх + iSinx = Cos Er + E 
unter g” Null verftanben unb jede pofitive ober negative ganze 
Зару. Diefe Werthe in а) gefegt liefern nach $. 162 1) 


P+ а)" — yr [cos HET gm, ‘Sin Nee] 


чий” 
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Hier ift yr abfofut, und g + g” liefert nichts Anderes alà Nul 
und jede pofitive oder negative ganze Zahl. Daher ift zu fepen 


1 n. i , 
(р + q^ = yr (cos "SCT X -- iSin "SCT =) 
und е8 ergeben fid) n Werthe nah 6. 161. 


6. 169. 
Es ift 


In(Cosx + iSinx) = (?gr + x)i 
während g Nul vorftellt und jede pofitive ober negative ganze 
Zahl. 
Denn es ift 
Cosx -+ iSinx = Cos(2gz + x) + "ae + х) 


— е(267- xji, 


6. 170. 


1) Int = рлі 
2) lni == (?g LA 
3) In(—1) = (2g + 1)лі 
4) In(—i) = (?g + zi. 
Nach bem vorigen Paragraphen, wenn man 0, іт, m, 47 
Hatt x fegt. 


6. 171. 


(56 fei a eine abfolute Zahl, z ihr natürlicher Logarithmus 
nach $. 149. Dann ift audj 
1) ma 2 —z-4 2grzi 
weiter 2) 1п(—а) = z + (2g + 1)лі 
3) (аі) =z 4 (2g + Es , 
4) In—a)=z + (?g + As 
Es ift Ina = (а: 1) = Ina + In1 = z + 2gzi nad) der 
Annahme unb nah 1) des vorigen Paragraphen. Eben fo fols 
gen die übrigen Gefege. 
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$. 172. 
Iſt p + qi = Cos x + iSinx 
foit ^ ip +q) = (ës + х) 
und ift p + qi = r(Cosx + iSinx) 


fo ift In(p + qi) = Inr + (?gz + x)i. 
Erhellet aus 6. 169. 


6. 173. 


Der Ausdrud p + qi, in welchem p und q reell find, fann 
ald der allgemeinite Zahlenausdrud gelten; denn nah bem Bis- 
herigen gehen alle fonftigen imaginairen Ausdrüde auf ihn zurüd, 
und er umfchließt bie reellen, wenn q Null ijt. 


6. 174. 


Unter arc sin z (zu lefen arcus sinus 2) verftcht man den - 
$reióbogen zum Halbmeffer 1, deffen Einus ben Werth 2 bat: 
ober её bezeichnet arc sinz ben Werth von х, welcher der Gleichung 
entfpricht 


x? x? х! 


2z =x —ar t5 75 078 


Ueberhaupt Delt x irgend eine Zahl (einen. Bogen) vor, z 
den dazu gehörigen Sinus, fo find die Zahlen x und z von eins 
ander abhängig, jede fann a[8 Funltion der anderen betrachtet 
werben; betrachtet man z ald бин он von x, fo wird z durch 
Sinx bezeichnet, betrachtet man dagegen х al8 Funktion von z, . 
fo bezeichnet man x durch arcsinz. 

Die Funktion arcsinz läßt fid) herftellen, indem man Ме 
obige Reihe umfehrt; und еб ergicbt fih (S. 112 9) 

x == arcsin zZ = z 4 33" + Sen j- 599 ал T... 

Es verfteht fi jet von fefoft, welche Bedeutung die Zeichen 
arc cosz, arctgz u. f. w. haben. 

Derfelde Sinus z gehört zu unendlich vielen Bogen; 068» 
halb {еШ arcsinz unendlih viele Werthe vor. Eben fo 
arc cosz u. f. w. Dieſe Mehrbeutigfeit ift zu beachten. 





216 — Erweiterung des binomifchen бас. 6. 175. 176. 


$. 175. | 
St 2 ber Werth 068 Sinus irgend eincd Bogend, fo ift 


ү1— 22 der Werth des Coſinus deffelden Bogens, 
































r — 72 
ber Werth feiner Tangente u. f. f. Daher ift 
arcsinz = arc cos V 1 — 22 = arctg- = u. ſ. w 
-- 27 
Eben fo 
| 2 - 
arctgz — arcsin = arccos— - u. f. w. 
VI} 2 VIF z? 
U. m. dergl. 
6. 176. 
Gà ift 
1) arcsiny ~ arcsinz = arcsin (y} 1 — z? + zy1 — y?) 
2) arcsiny — arcsinz —arcsin(yy 1 — z? — zy1— y?) 
3) агссоѕу + агссоѕ2 = arccos[yz — | (1— y?) (1— z2)] 
Д) arccosy — агссоѕ2 = arccos[yz + y (1 —y2) (1— z?)] 
9) arctgy -рагсї 2 = arctg ytz 
1 — yz 
6) arct tgz = arctg — 
) arctgy —arctgz  — arc 81 ys 
7) .arccotgy 4 arccotgz = arc cot yz—1 
| y VER 
yz 4-1 


8) arccotgy — arc cotgz = arc сод 


Ge ijt 
Sin(a + 8) = Sina Соз 8 + CosaSınß. 


2—y 


Eegen wir 
Sina +- В) = s 
Sina = y, alfo Cosa = y1—y? 
| Sing =z Cos8 = yt—z? 
fo ift nad) ber angezogenen Formel 
s—yy1—z? + zy1— y?. 
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Ferner ift 
arcsin & — 2 -|- В 
arcsiny = а 
arc sinz = f 
alfo 
arcsiny +4 arc sinz = arc sins 
oder, wenn wir für s den Werth {ереп 
arcsiny + arcsinz = arcsin(yV1 — 22 + zy1— y?) 
Das ijt bie Formel 1). 
Wir wellen noch bie ie Formel 9) herleiten. 





Ge ift 
tga + tgl 
tg (а + В) = 1— tgatgB 
Жил fei 
tga +p) =з 
: tga =y 
tgo =z. 
ytz 
fo ift | s = i—yz 
Weiter ijt 
1 агсїбв=а- 6 - 
arctgy —a 
arctgz == P 
alfo arctgy + arctgz = arctgs 


oder für s ben Werth gefegt 
arctgy + arctgz = arc tg — yz 
Die übrigen Formeln ergeben fih abnlid). 


$. 177. 
Ge ift | 


1) arcsinz = I? + iz) 


arcsinz = ут 22 — iz) 
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2) arccosz — Ind + iy1— z?) 


arc cosz = — 1 — 1ү1— 22) 


1,132 _ 1, i—z 











3) arctgz = ог n4 ig == д 1--2 
. . .1— z? 
4) Inz — iarcsini 
22, 
Inz == — iarcsini 1 


2 
2 
5) Inz = + iarccos 1” 





6) ша = 2iaretgi 8 I: 


Bon ben Formeln 1), 2), 10) in $. 159 werde ber Logas 
rithmus genommen; раё liefert, weil Inten") — m ift, 


a) x = = In(Cosx + iSin x) 
— Tani: — Sinx? + iSinx) 
== 2 In(Cosx + iy1— Cos x?) 


В) x = 1 (Соз — iSin x) 
== TE — Sinx? — iSinx) 


— -—щ(Созх — 1 — Cos x?) 


1 +itgx 
| У) х= рі 1—itgx 

Man fee Sinx = 2, alfo x = arcsinz, fubftituire diefe 
Merthe gehörigen SOrt in а) unb 9), unb её entftehen bie Fors 
men 1). Eegt man Cosx = z, alfo x = arccosz, fo ergeben 
fih aug a) und B) die Formeln 2). 3) entfteht aus y), wenn 
man tgx = z, alfo x = arctgz fept. 


- 
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Die Formeln 4), 5), 6) folgen beziehlich аш denen 1), 2), 
3). Man fege 4. B. 
ò y1—z3 +iz=y 
unb entwidele hieraus z; das liefert ` 
2—1 1—у? 
ғ) 2 = =! Gs e 
Die Werthe д) unb ғ) fubftituite man in der erften Formel; es 
entfteht 





1—y? 
2y 
welches, wenn man mit i multiplicirt und z ftatt y jchreibt, bie 

erfte Formel unter 4) ift. Eben fo ergeben fid) bie übrigen. 





, 1 
arc sin1 =-—Iny 


$. -178. 
Es ijt 
1) x = tgx — jtgx? + 4tgx? — Itgx' +... . 
2) arctgz = z — 4z3 + 425 — 4z! + .... - 
Die erfte Reihe ift convergent, fo [ange tgx, bie andere, fo lange 
z in ben Grängen +1 unb — 1 fid) befindet, | 


Man entwidele түш. + +i e mad ber Formel $. 149 у); 


ed rie 

1 + itgx 
ттеу" = Qıltgx — 4tgx? + 1х5 — gx! + ....] 
und, wenn man Melen Werth in ber Gleichung у) des vorigen 
Paragraphen fubftituirt, ergiebt fid) bie Formel 1). Die zweite 
Formel geht аиб ber етеп hervor, indem man tgx =z, alfo 
x= arctgz fegt. 


$. 179. 


Es ift, unter n eine pofitive ganze Zahl verſtanden, 
1) Cosnx = Cosx? — n, Соз x^-?Sinx? 
+ n,Cosx"-*Sinxí — 
2) Síinnx = nCosx?-!Sinx — n,Cosx"—?Sinx? 


+ n,Cos x*-5Sinx5 — .... | 
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ntgx — n,tgx? + n,tgx? — 
| —n,tgx? + n,tgx' —n tgx? + .. 
Cotg x" — n, Cotg х? + n, Cot ка 
4) Cotgnx = Соха Сова —— tg X^-5— .... 
Aus 8. 163 1) folgt, wenn’ man den binomifiten Eag anwendet, 
Cos nx + iSinnx = Cosx? + niCosx?-!Sinx 

— n, Cosx"-?Sin x? — n,iCosx"-?Sinx? + .... 
Cos nx — 15іп пх = Созх" — niCos x^-18inx 

— ns5Cosx"-?Sin x? + njiCosx"-?Sin x? +... 
unb die Addition und Cubtraction dieſer Gleichungen liefert die 
Formeln 1) und 2). 

Die Formel 2) werde durch die Formel 1) dividirt, darauf 
bivibire man Zähler und Nenner des rechts entjtehenvden Duos 
tienten durch Cosx"; das liefert bie Formel 3); Ahnlich ег; 
giebt fih 4). 


3) tgnx — 








$. 180. 
(8 fei n eine pofitive ganze Zahl. S dabei п ungerade, 
fo ift 
1) 2"—1Соз х" = Cosnx4-n, Cos(n—2)x +n, Cos(n—4)x-L... 
.. -H nCos(n—2t0)x +... n4 sCos3x + nai Cosx 
2 CH 


2) 2"—!Sin х" = Sin" | sin nx—n,Sin(n—2)x J- n,Sin(n—4)x 
n—1 


— n, Sin(n — DIS + .... + (— D" m-ıSinz | 
2 


Sft dagegen n gerade, fo ift 
9) 27—1Cos x^— Cos nx 4-n, Cos(n—2)x +n , Cos(n—4A)x +... 
e. F Пи С082Х + 4n, 
3 3 


4) 28-15 х" —Cos 7| Cos nx —n, Cos(n-2)x + n,Cos(n-4)x 
— n, Cos(n—6)x4-....--(—1)* 4n D 
zl 


G8 ijt 


"Sinx)(Cosx — iSinx) = Cosx? + Sinx? = 1. 
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Eegen wir alfo 
a) Cosx + iSinx =z 


fo if B) Cosx — iSinx — L, 
Die Addition diefer Gleichungen liefert 
y) 2Cosx = 2 + 4 


potenziren wir bie Gleichungen a) und £) mit ber ganzen Zahl 


q, fo entjtebt 
6) Cosqx + iSinqx = 24 


D Cos qx — iSin qx = i 
unb bie Addition diefer Gleichungen wn 
C) 2Cosqx = 24 ti SCH 


Nun fel n eine pofitive ganze Зай. Aus y) erhalten wir 
bann durch den binomifchen Eag 
2^ Cos x^ = 2" + nz --ng5z"744- .... 4- Pun i 


eng cn 4 +4 


oder umgelehr gena 
Cos = А. +n -yn +. + nz^-? Lan 


Ziele beiden Gleichungen addiren wir und wenden bie Formel 5) 
an; dadurch entftebt 
ai 2?Cosx? = Cosnx + n, Cos(n—2)x + n, Cos(n—4)x +... 
.. + nCos(n—2t)x + .... + nCos(n—2)x + Cos nx 
unb wenn wir rechts die gleichen Glieder zuſammenfaſſen, ergiebt 
fif) für ein ungerade n bie Formel 1), für ein gerabeó n bie 
Formel 2). Die legten Glieder der Formeln 1) und 2) wollen 
wir für Anfänger näher nachweifen. Die unter 7) rechts (tebenve 
Eumme umfaßt n + 1 Glieder. St n ungerade, fo it n 4- 1 
gerade, und ed laffen fih zwei und zwei Glieder zufanmenfaften, 
ohne eing übrig zu behalten. Nach bem Zufammenfaffen hat man 


~ il Glieder. Das legte derfelben ift bae Ч Y lae. Der Zeis 
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ger feines Binomial- Coefficienten ift nti — 1 oder 1. 
Die allgemeine Бост jedes Gliedes ift n.Cos(n—2t)x. Daher 
ift jenes legte Glied . 
Dai Cos(n —2 Ch oder ny 1 Cosx. 
EO 25 "e 
Cft dagegen n gerade, fo ijt п + 1 ungerade. Beim Zufammen- 
fafien der Glieder bleibt das mittlere übrig. — Dies ift dus 


(5 + tfe; alfo ift der Zeiger feines Binomial- Goefficienten 





811% — Nr 1—1 oder —- , und das Glied felbft 


Code. — 25). b. 5. nn 
T 2 Ги 


und wenn mit 2 gehoben wird, erhält e8 nod) den Goefficienten 4. 
Die Formeln 2) und 4) ergeben hd beziehlih aus benen 
1) und 3). Wir {ереп nämlich 


Х-:47--у. 
Dann ift 
Cosx — Siny 
unb 
Coshx — Cos 9 Thy) = Cos 7 Coshy + Sin = Sin hy. 


бїс ein ungerades h folgt hieraus 
9) Coshx = Sin Sinhy 
ift aber h gerade, fo folgt 


) Coshx = Созу Coshy. 


Nah 9) erziebt (8, ba wenn n ungerade ift, aud) n — 2, 
n — 4, n — 6,.... ungerade find 


Cosnx = Sin— Sin ny 


2 
Cos(n —2)x = Sin — Зу rSinn— —2)y =— Sin- ER 7 Sin(n a 


т 
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Cos(n—4)x = Sin 





— rSih(n — 4)y = Sin 7 Sinn—4)y 


Sehen 1 wir diefe Werthe in 1), und darauf x ftatt y, fo entfteht 
die Formel 2). 
Aus г) folgt, weil mit n aud) n— 2, n —4, .... gerade find 


Cosnx — = Cos - ; Cos ny 





Cos(n—2)x = Соз? 5 — Cos(n—2)y == --Оо8:5 Cos(n—2)y 


Cos(n—4)x = Cos 





1 “Соз(п--4)у = Соз-у-Соз(п—4)у 


unb, menn wir diefe Werthe in 3) fubftituiren, ergiebt fid) 4). 


Гай 


$. 181. 
Die Umfehrung der Wie f Sinx liefert 


x = Sinx + 23 Sin x? ta Sinx5-- 1:39 


2.4.6.7 
Vergl. $. 112 9). 
Durch diefe Reihe fann bie Zahl т berechnet werden. Es 
it nämlich "hr ý folglich 
1 1-3-5 
672 7 tas trim TEST» TUN 








Sinx? +... 


1-8-5 
z= d tsm tuin tiempos | 
und ba die Reihe convergent ift, wie leicht erhellet, auch ziemlich 
famel abnimmt, fo laßt fid) bie Zahl m ohne große Mühe mit 
hinreichender Genauigkeit durch fie erhalten. 
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Rachtrag. 
6. 182. 


Auch bie unbeftimmten Goefficienten laffen fid) benugen, bie 
Reihen für ах u. f. f. zu gewinnen; und wir geben nachträglich 
dieſe Eunvidelungen, nebit einigen Bemerfungen. 


$. 183. 

Aufgabe. Die Potenz ах in eine Reihe zu verwandeln, 
welche nach den Motenzen von x fortfihreitet. 

Auflöojung. Die Aufgabe бейем zunächſt darin, bie ши 
befannten conjtanten Goefficientn A, B, C, D, E, F.... btt 
Bedingung gemag aufzufinden, гар 
| ах — А | Bx + Cx? + Dx? + Ext + Fx5 +... 
werde für jeden politiven oder negativen ganzen oder gebrochenen 
Werth des Urveränverlichen x. 

Der Coefficient A ijt gleich 1; denn in dem befonderen Fall, 
dog x Null ijt, geht die Gleichung über in 

1 — A. 
Wir dürfen daher fepen 
1) ах = 1 + Bx + Cx? + Dx? — Ex: + Fx5 + .... 
Die übrigen unbefannten. Goejficientem B, C, D, E, F .... zu 
finden, fommt её zunachit darauf an, Gleichungen für fie Беси; 
leiten. Zu dem Ende fegen wir in 1) ftatt x jeden ber 216 
brüde y, 2 und у + 2. Dag liefert 
2) a = 1 + By + Cy? + Dy? + Ey! +Fy’+.... 
3) a = 1 + Bz + Cz? + D2? + Ezt + Fz’ +... 
4) аутї--1-4-В(у4-2) + Cyt + 0(у4-2)° +... 
In ber legten Gleichung löfen wir alle Klammern auf, und orb: 
nen nad) den Potenzen von 2; dadurch entiteht: 
5) atz — (1 + By + Cy? + Dy? + ....)2° 
+ (B + 2Cy + 3Dy? + 4Ey? + 5Fy5 4 ...)z F .... 
Die Gleichungen 2) und 3) multipliciren wir mit einander, unb 
ordnen ebenfalls nad) den Potenzen von 2; das liefert 
6) atz = (1 + By + Cy? + Dy? + ....)z? 
+ (B + B?y + BCy? + BDy? + ВЕу* + ...)z 4- .... 
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Diefe Gleichung gilt wiederum für jeden Werth von y. Mfo 

find bie Eoefficienten von einerlei Potenzen des Urveränderlichen 

у gas. und biefer Umſtand liefert für bie Unbefannten B, С, 
.. folgende Gleichungen 


2C — B? 
3D = BC 
4E — BD 
5Е — BE 


Die Anzahl berfefben bleibt um 1 geringer, al8 bie Anzahl ber 
Unbefannten. Die Gleichungen reichen daher zur Beftimmung 
der Unbekannten nicht aus, fónnen inbef dienen, vermittelft eines 
ber linbefannten alle übrigen auszudrüden. Wir wollen ben 
erften beibehalten, nàmlid) B, und bie übrigen entmwideln. (56 
ergiebt fid: 


| 
x 
a 


Und fubftitwiren wir gei Bertje, in ber Zeichung ſo entſteht 
T) ax == 1 + вх +2, x? + Sai + xt +25 +... 


Der Unbekannte B welcher nod) zu ermitteln ift, hängt von 
a ab; denn bie rechts ftehende Reihe muß andere Werthe anne; 


men, wenn ftatt des Gonftanten a andere Gonftante c, d.... 
Wolff's Anal. п. Differ. Ste Aufl. 15 
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gefeßt werben, und ba eine Aenderung 069 a für х gleichgiltig 
ift, muß fie auf B Einfluß üben. Wie ble "di a unb B 


von einander abhängen tritt? hervor, wenn wir e Patt x feben; 
dadurch entſteht 
aE STEE + 0 teeme 


oder 
а == еВ 


folglich ift 
B —1na 


und ed ent(pringt, diefen Werth in 7) iren 
e = 1 -+ (nayz + VD. x? +.. 
hieraus ferner, 00 Ine 1 
ех = Í Tite 


Wir bemerken zu diefer Entwidelung in der Kürze Rad? 
ftehendes: 

Die Frage, wegen des Beftehens einer Reihe für ах, erles 
digt fi, indem fie gefunden wird. 

919 man zunächft 

ах — А -+ Bx + Cx? +.. 

fete, wurde der Erponent in ber Bedeutung hedacht, welche er 
nach elementaren Lehren erhalten kann; aber die Bedeutung von 
x in ber Reihe iſt nicht befchränft. 

Gleichungen für die Coefficienten zu erlangen, wurde das 


Geſetz 

a”. až — atz 
genugt, unb ihm entfpricht die zuletzt erzielte Reihe. Man fege 

1 + By + Cy? +..=fy 

unb bie Bedingung drüdt fid) aus ригф 

fy f, = fy i. 
In ihr liegt das Hauptgefeb ber Potenzen. Ob aber fy, indem 
e8 diefer Bedingung genügt, (001611) eine elementare Potenz fein 
werde, ober von erweiterter Bedeutung, ift eine Frage, bie fid) 
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aufdraͤngt. Die Erörterungen bei ber erften Entwidelung haben 
dargelegt, daß bie Gnbreife von allgemeinerer Bedeutung ift. 


$. 184. 


Aufgabe. Die teigonometrifchen бип іопеп Sinx und 
Cosx in Reihen zu verwandeln, welche nach ben Potenzen von х 
fortfchreiten. 

Auflöfung Wir befchäftigen uns zunächft mit Cosx; 
und unfere Aufgabe befteht darin, bie unbekannten conftanten 
Eoefficienten A’, В, C’, D'.... zu ermitteln, ber Bedingung gez 
mäß, daß Ä 
Cos x = А’ + Bx + С'х2 + D'x? +.. 
fei, für bie Werthe, welche x annehmen fann. 

Der Coefficient A’ ift 1. Denn für den Fall, bag x Null 
ш geht die Gleichung über in 

Cos0 = A’ 
und es ift Соз0 = 1. 

Die Goefficlenten derjenigen Potenzen von x, welche uns 
gerade Erponenten haben, find fümmtlih Nul. Es ift näm: . 
(i Cosx = Cos(— x); die Reihe für Cosx darf daher feine 
Aenderung erleiden, wenn — x ftatt x gefebt wird, und biefer 
Bedingung leiftet fie nur Genüge, wenn in ifr feine Potenzen 
von x mit ungeraden Erponenten vorkommen. 

Dem Bisherigen gemäß beginnt bie Reihe für Cosx mit 1, 
und enthält Feine Potenzen von x mit ungeraden Exrponenten. 
Wir feben daher 
1) Cosx = 1 + Ax? 4 Bx* + Cx* + Dx? + бх!о. +.. 
und fuchen ble unbefannten conftanten Goefficlenten A, B, C, D.. 

Gíeidjungen für bie unbefannten Evefficienten herzuleiten бө 
. Nuken wir bie Formel 

Cos(y + z) + Cos(y — z) = 2Cos y Cosz. 

In 1) feßen wir nad) unb nad y-+z, у — 2, y, 2 аш х, 

das liefert 


15" 
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2) Сов(у -|- 2) —1--A( y? i yt 
+ 2у2 + 4y?z 
- z? + 4,уЗад 
+ 4,yz? 
TP 
ref y TD( y? +. 
-+ 6y5z + 8y?z 
+ 6,у*22 + Beie 
+ Gel Hape 
+ 6,y?z* T 8,у*2* 
3) Coste — 2) = 1 + А ( y? 1 yt 
— 2yz — Áy?z 
+ 2? + 4,у222 
— 4, yz? 
ай 
ref y TD( y + 
— буз2 — 8y'z 
T 6;yiz? + 8,y*z* 
— 6,y?z? — 8,y*z? 
+ 6,y?z* T 8,у*2* 


4) Cosy = 1 + Ay? + Byt + Cy! + Dep + .... 

9) Cosz = 1 + Az? + Bz* + Cz* + D28 +.... 
Die Gleichungen 2) unb 3) abbiren wir und ordnen nach den 
Potenzen von z; dadurch entftebt, wenn ber Faktor 2, welcher 
fld) rechts überall ergiebt, herausgenommen wird: 
6) Cos(y4-2)-- Cos(y—2) —2[(1--Ay? -- By*-- Cy Lei 

+ (A 4-4, By? + 6, Cy* 4- 8,Dye + ....)2? .- ....]. 

Die Gleichungen 4) und 5) multipliciren wir mit einander, orbe 
nen nad den Potenzen von z, und nehmen bie fi) ergebende 


$. 184. Reihen f. Potenzen, Logarithm. n. trigonom. Junktionen. 9299 


Gleichung doppelt (wegen ber oben angezogenen trigonometrifchen 
Formel); das liefert 
7) 2CosyCosz == 2[(1 + Ay? + Byt + Cy! + ....)z 

+ (А + A?y? + ABy* +ACy° + ...)2? + ....]. 

Die in 6) und 7) links ftebenben Ausprüde find gleich für 
alle Werthe, welche y unb z annehmen fónnen, daher find aud) 
` Ме rechts ftehenden Reihen für alle diefe Werthe gleich, und еб 
folgt, bag die Eoefficienten gleich find, welche denfelben Potenzen 
von z angehören. Daher ift 

A + 4,By? + 6,Су* + 8,Dy* + .... 
= А + Ay? + АВу* + АСуѕ + ADy? 4- .... 
unb weil auch diefe Gleichung in Erfüllung geht für alle Werthe 
von y, fo haben wir bie малчин Gleichungen für die un⸗ 
bekannten Coefficienten A, B, C, 


А,В = As 
6,C — AB 
8,D— AC 
10,G— AD 


Die Anzahl der Gleichungen bleibt um 1 geringer, als bie Яп; 

zahl рег Unbekannten. Die Gleichungen reichen deshalb nicht 

aus, bie Unbekannten zu entwideln; fie Tonnen indef dienen, ver- 

mittelft eines der Unbekannten alle übrigen audgubrüden, und ` 

dies mag vermittelt A gefchehen. Wir erhalten 
2 





A 
B=; 
A3 
= 1,6, 
A? 
D = 16,8, 
АЗ 
Ө —34.-6.8,10, "hf 


Die Ausprüde für B, C, D, G.. . zu "тш, multipficiven wir 


~ 
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Zähler und Nenner derfelben beziehlich mit 22, 23, 2+, 25. 
Dadurch entfteht 
(2A)? | (2A)? __ (2А)* — QA) 
д He 2= "6 = Tor th 
Subftituiren wir diefe Werthe in 1), unb fegen noch ber Neber: 


B= 








einftimmung wegen A = ST, fo erhalten wir 


А)? 2A)? 
8) Cosz=1 + зух х Ce + ) e Сара 


2A 

Тт en, e 
Die Beftimmung des Unbefannten A bleibe noch verfchoben. 

Mir wenden und zu Sinx. @8 find bie conftanten unbes 
fannten Goefficienten. а, b’, с, 4, g'.... ber Bedingung gemäß 
zu beftimmen, Daf 

Sinx = а + b'x + dz? + ах? + gxt + 

fei, für jeden zuläffigen Werth von x. 

Der Coefficient a it Nul, denn für ben Fal, bag x Null 
ift, geht bie Gleichung über in 

Sin0 =a 











und еб ift SinO = 0. 

Die Goefficienten derjenigen Potenzen von х, welde gerade 
Erponenten haben, find fümmtlid) Nul. Denn t$ ift Sin(—x) 
= — Sinx; die Reihe für Sinx muß daher von ber SSefdjaffen 
heit fein, daß ber Werth, welchen fie ausdrückt, das entgegenges 
ſetzte Vorzeichen annnimmt, wenn — x бай х gefegt wird; unb 
biefer Bedingung leiftet fie nur Genüge, wenn- feine Potenzen 
von x mit geraden Exponenten in ihr vorfommen. 

Die Reihe für Sinx enthält alfo Fein von x unabhängiges 
Glied, und feine Glieder mit Potenzen von x, deren Grponenten 
gerade Zahlen find. Daher fegen wit | 
' 9) Sinx = ax + bx? + ex! + dx? + gx? +... - 

Gleichungen für bie unbefannten Coefficienten a, b, c, d, 
g .... erhalten wir vermittelt der Formel 

Cos(y — z) — Cos(y + z) = ?SinySinz. 
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Wir ſetzen nämlich in 8) flatt x bie Ausdrücke y —z unb 
у +z, daS liefert 








10) Cos(y—z) = 1-4- 38 y? + (2А)? 4 
| i- Ай | — Ay" 
+ 22 + 44y?z? 
— 4, yz? 
gi 
2A)? 9A)4 
EOM y CAM y y 
` į— pris L-— Gei 
+ 6,ytz? + 8,y*z? 
— 0,y?z? — 8,y?z? 
T 6,y?z* + 8,у*2* 
2A 2A)? 
11) Cos(y4+-2) = 1 + PI ( 2 





H JY a^ | 
3ў2° 
. + zt 
ea, 0 CA, (, | 
+... 
01, Dei WÉI y'a 
+ б„у*2° + 8,y?z? 
T 6,y?2? + 8,y*z? 
+ 6,y?z*  8,yt2* 


Эл 9) fegen wir y, bann z flatt x, baburd entfteht 
12) Siny = ay + by? + су5 + dy? Leen 4- .... 
‚ 13) Sinz = az + bz? Leen -+ dz? Leen +... 
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Die Gleichung 11) fubtrahiren wir von 10), ordnen nach ben 
Potenzen von z und nehmen ben байг 2, welcher fid) rechts 
überall ergiebt, heraus; das liefert 

2A QA s 


14) Соу — к) — Cosy +») = 2| (— 251Y — -4 ER 


3 
- ge ys — eC" ——y! — Зө) + -4| 
Die Gleichungen 12) und 13) multiplen wir mit einander, 
ordnen ebenfalls nach den Potenzen von z, und multipliciren bie 
fih ergebende Gleidjung mit 2 (wegen ber обесп trigonometri- 
Idien Formel); baburd) entfteht 
15) 2Siny Sinz = 2[(a?y + aby? + acy? + айу! 
+ agy? ek 
Die in 14) unb 15) [infé ftehenden Ausdruͤcke find gleich für 
affe Werthe, welche y unb z annehmen Tonnen, daher auch bie 
Reihen rechts; und еб folgt 
2A 2A)? 2A 2A): 
Zerf Ain 6% Эр Sa y! —.... 
== a?y + aby? + ey: R ady! +.. 
hieraus, weil bie Gleichung für jeden Werth von y gilt, unb, 
wenn wir bei den Coefficienten der links ſtehenden Reihe heben, 
—2A =a? 
(2А)? ` 

















Bermittelft diefer Gleichungen, welche zur Beftimmung ber Unbe- 
fannten nicht ausreichen, weil ihre Anzahl um 1 geringer ift, als 
die Anzahl der Unbekannten, laffen fid) durch einen Инбеаппев 
alle übrigen auébrüden; wir wählen dazu a und erhalten 
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дА = — a2 
b——2 
— 37 
a? 
с = 51 
a 
"Som 
a? 

g = gi u. ſ. f. 


Den п Beth von 2A {ереп wir in 8), die Werthe von b, c, d, 
g .... іп 9), und её "ft: 


16) Cosx — 1 Bes + xt Sam" + Ben — 


17) Sinx = ах — 3 xt + ЭН - Zon + а до — 


Der linbefannte a, deffen Beftimmung noch erfolgen (00, 
ift abhängig von der Art, bie Winfel zu meffen. 661149. 
der Sinus von 4R gleid) 4; wird nun ber Winfel durch Grade 
gemeffen, fo ift fein Maag 30, unb её muß fein | 


3 5 
4 = 2-30 — 5730? + 730° +... 


wird ber Winkel durch den Bogen eined Kreifed gemeffen, deffen 


Halbmeffer 1 ift, fo ift fein Maaß 4, und ed muß eben: 
fals fein 
` 1 _ a 1 a? 3 a? 5 
gz == 8:7 — 31 07) T 5; 687) Tee 
bag aber bie Reihe реб Sinus für x — 30 denfelben Werth 
gebe, 019 für x — 47, fann nur burd) a беюий werben; babet 
wird für jede befondere Art bie Winkel zu meffen, ein befonderer 
Werth е6 a Statt finden und zu ermitteln fein. 
Werden die Winfel durch bie Bogen eines Sreifes gemefs 
fen, beten Halbmefler 1 ijt, fo it a=1. | 
(8 ift namlich ber Sinus Fleiner ald bet Bogen, daher 


ax — Lea нэн — ..<X 
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oder, durch den Bogen х bivibitt, 


a3 a5 

art x? Түлээ, 
Stellen wir und unter x fo fíeine Werthe vor, daf — ааа in 
abfoluter Hinficht größer ift, al8 die abfolute Summe le fols 
genden Glieder, fo ift bie Summe des Gliedes — а? ka imb 


KU 
aler ihm folgenden Glieder etwas Negatives; dies fei — y, und 
wir haben 











— y < 1. 
Es ift ferner bie Tangente größer ald ber Bogen, alfo 
Sinx 
Cosx 
oder Sinz ` >> E 
yi — Sinx? 
Sinx — xy1 — Sinx? 
Sinx? — х2 — x? Sinx? 
(1 + x2)8Sinx? > x? 
Sinx > —=— 
Vi +z? 
folglich ift 
x 
ax ын +5 ын ... > yx 
oder, durch x vet | 
1 
a jx +2 - T» VIe 


Denken wir unter x fo Heine Werthe, bag das zweite Glied bet 
lint ftehenden Reihe in abfoluter Hinficht größer ift, als bie 
abfolute Summe aller ihm folgenden Glieder, fo macht bie 
Summe des zweiten Glieded unb aller Glieder, welche ibm fol- 
gen, etwas Negatives aus, und bie Summe aller Glieder ber 
Reihe ift Fleiner ald а. Фа nun 

a5 1 


51 ">: 
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fo ift um fo, mehr, für fo fíeine Werthe von x 








—rs 
| 1 | 
Der Sud VT ift Feiner als 1; er darf Daher gleich ges 
feßt werden 1 — z, und wir haben 
a>1—z 
oder > а --z- 1. 
Oben hatte fid) ergeben 
а 2 у < 1. 


Wird alfo a um irgend Etwas vermehrt, fo ift das Entftehende 
größer ald 1, und wird a um irgend Etwas vermindert, fo ift 
das Entftehende Fleiner ald 1. Daraus erfjellet, daß a = 1 ift. 
Unter ber Vorausfegung alfo, daß x Bogenmaaß vorftellt, 
b. f. daß Ме Winkel gemeflen werden durch Bogen eines Kreifes, 
der 1 zum SHalbmeffer bat, it a — 1, unb nad) 17) unb 16) 
. x’ T x? х 
18) Sinx — x — J + 91 mr 
х? х8 x10 
19) Совх — 1 —5tg— JN 19 t ^n 
Hier gelten Bemerfungen ähnlich denen zu Ende des voris 
gen Paragraphen. 
$. 185. 


Auch ber binomifche Sag läßt fid) vermittelft ber unbeftimms 
ten @oefficienten erweitern. 
Mir fepen zu dem Ende 
(1 -+ x) = А + Вх + Cx? + Dx? +... 
unb Jugen bie von x unabhängigen unbefannten Eoefficienten 
A,B,C.... zu ermitteln. 
Es ifl A = 1, denn für x —O geht bie obere Gleichung 
über in 1 — A. Daher dürfen wir {ереп 
1) (1 + x) = 1 + Bx + Cx? + Dx? 4- .... 
Um Gleichungen für bie Unbekannten zu erlangen, feßen 
wir х -+z flatt x, und еб entfteht 
(1 4-x 4- 2)! = 1-- Bx 4-z) + Cx 4-2? --D(x 4- 2)? 4- o 
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oder, wenn wir rechts bie Klammern auflöfen (nad) $. 76) und 
nach den Potenzen von z ordnen, 


2) (1+x+2)"=(1 + Bx + Сх? + Dx? + ....)z° 
+ (B + 2Cx + 3Dx? + AEx? Feed ee 


Ferner {ереп wir in 1) ET ftatt x. Das liefert 


х У 
( Sé HB Oa H Bareer К 


oder, wenn wir mit (1--2) multiplieiren 


3) 1424-х) = (1 4-2) + Bx(1 4-2)77 Ox2d + 2)77 
+ Dx?(1 + 2 +... 
Die Goefficientm B, C, D .... find Sunftionen von y; 
denn wenn in 1) fid) y ändert, muß bie rechts flebenbe Reihe 
andere Werthe annehmen, unb ba bie Aenderung des y feinen 
Einfluß auf x übt, fo müffen bie Coefficienten Aenderungen ers 
leiden, alfo Funktionen von y fein. Die Werthe, welche bie 
Zunftionen B, C, D .... erhalten, wenn man in ihnen y — 1 
Datt y fegt, feien bezeichnet duch В, C', D',.... bie, in welche 
fie übergehen, wenn y — 2 {ан y gefegt wird, burd) B", C", 
D"...., uff Dann fat man nad 1) 


+a -—1--Bz +C22 +Dz +... 
(1 + 2)7—1 = 1 4 В'е + Cz? + D's*? +... 
(1 + 2)? = 1 + B’z + С”22 + D"z3 +... 
Diefe Werthe {ереп wir in 3) und ordnen nah den Potenzen 
von 2. (58 entfteht 
4) (1 + x + z) = (1 + Вх + Cx? + Dz? + ...)z? 
+ (B + B'Bx + B"Cx? + B"Dx? + ....)z + .... 
Die Reihen unter 2) und 4) flimmen überein für alle 
Werthe von z unb von x; daher ift, weil bie Reihen für alle 
Werthe von z übereinftimmen: 
B + 2Cx + 3Dx? + AEx? + .... 
— B + B/'Bx + B'Cx? + B"Dx? 4-.... 
und, weil auch x jeden Werth vorftellt, 


$. 185. Reihen f. Botenzen, Logarithm. u. trigonom. Sunftionen. 237 


und hieraus folgt 





31. 
B . В’. В” . B” 
"T п. f. f. 
Es bleibt noch die SBeftimmung ber бал он B übrig. Wir 

Їйл B —f,. Dann ift 
a) (Lan -:14-5-х +... 
pü--x =1+frx +... 
y) (1 + ayt = 1 4 65.х |... 

Die Multiplication der Gleichungen a) unb 8) mit einander 

liefert 








E = 


| д) (1 + x) = 1 4 6 + ёх ta 
Aus y) und д) folgt 
€) rer = f, + fr. 
Wir fegen hier z — y und еб entftebt 
fj, = 92%. 
Mir {ереп weiter z — 2y; daß liefert 
Бу = f, + fs = 3f, E 
u. f. m», fo daß für n, alg pofitive ganze Zahl, folgt 
fay = һу, 
oder mit ny bivibirt 
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4 


Der Quotient + ift nad) der legten Gleichung von ber Beichafs 


fenheit, daß er unverändert bleibt, wenn man ny ай y fegt; er 
ift deshalb von y unabhängig, b. B. conftant. Bezeichnet alfo a 
einen conftanten noch unbefannten Ausdrud, fo ift 


— — a 


oder f, = ay, d. f. B = ay. 
Da a unabhängig ift von y, fo ift еб gleichgiltig, bei welchem 
befonderen Werth von у wir a beftimmen. Für y — 1 folgt 
aus a) 

(1 +x)! =1 + fax = 1 4 ах 
unb ba dies 1 +x fein muß, fo ift a = 1, und B — y. 

Sit B =y, fo if B'—y—1, B'—y —2 u. f. f; alfo 
find bie Coefficienten C, D, E, .... beziehlich bie Binomial- 
Goefficientet Ya, ya, у,,...., unb {ереп wir diefe in 1), fo 
entfteht 

9) (1 + x) —1 + yx + y,x? + y,x? +... 

Dies ift ber binomifche Sag für (1 -I- x)", während y nicht 
befchränft erſcheint. Damit ift indef wenig gewonnen, weil Er 
wägungen wie bie in $. 183 erheifchen, bie Bedeutung ber Reihe 
näher feftzuftellen, wenn y nicht eine pofitive ganze Zahl tft. 


— . -- — 


Mebungen und Praktifches. 


$. 186. 


1) Welche Reihe brüdt e aus, und welches ift der Zahlen: 
werth von e? Was iff ех? Welche Logaritimen nennt 
man natürliche Logarithmen? Welches ift ble Reihe für ах, 
für In(1 + x), für Inx? Wie verwandelt man natürliche 
Logarithmen in foldje, beren Bafid a ift, oder umgefehrt? 
Was verfteht man unter реп Potenzen ех, ах im erweiterten 
Sinn, und welche Gefege gelten für {оффе Potenzen? Was 
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1 x 1 

it (1 -- m)", was (1+ m)", ober (1 + mx)", menn 
m = 0 ijt? 9Bie- lauten bie Reihen für Sinx, Cosx, wenn 
x Bogenmaaß, wie, wenn x QGrabmaaf vorftelt? Wie 
brüden fij Sinx und Cosx fonft nod) aus? Was oer, 
ftehen wir unter Sinx und Cosx im weiteren und eigents 
lichen Sinn? Welche Reihen find für Cosnx, Sinnx, 
Совх", Sinx” entwidelt worden, unb für welche Werthe 
vot n? Was ift arcsinz, arccosz u. f. w., und find 
dies eindeutige ober mehrbeutige Zeichen? Wodurch brüden 
14) еч, еч aus? Was ift (Cosx + iSinx)"? Welche 
MWerthe haben (+ 1), Inv — 1), In(4- 1), In— i)? 


2) & if Val bas uy: = үа (1 + Уу, und 


хө” 


wenn man auf (1 + »y den binomifchen Sag anwendet, 
— ves [o A) 3) MEI 


— 5) en 
d Yexs-n[i-3(0-3(G) 582) 
o ү415-1414-1(:)-52) * m) 


In ben vorftebenben Beifpielen muß die Bedingung ber 
Convergenz fih erfüllen. | 
90861069 find die Werthe von In2, In3, 15? 
0,69314718.... 1,09861228.... 1,60943791 .... 
Nah $. 149 2) oder 3) 


112 = 215 +39’ +39’ -- 402? 4- ... 
bann nach $. 149 3) | | 


9 


х” 
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3—2 +24 2- (D? -- CD -- (D! te 
In5 = 21n2 + 20 4- 30? + 4(D5 + «el. 


. 6) Aus 2 unb In5 findet fi In10 = 2,30258509 .... 


7) 


sn 
Be Rn ei 


Dann findet (id) weiter ag = 0,43429448 .... Mit 


‚größerer Genauigkeit ift 


a) In10 — 2,302585092994045 .... 


1 
В) 1516 = 0,134294481903251 .... 

Die legte Zahl ift ber Modul des Briggfchen Logarith- 
menſyſtems. Mit ihr müffen bie natürlichen Logarithmen 
multiplicirt werben, um fie in (обе für bie 9019 10 zu 
verwandeln. Und will man umgefehrt €ogaritbmen für bie 
Grundzahl 10 in natürliche umformen, fo muß шан jene 
multipliciren mit der Zahl unter a). 


Die Vegaſchen Logarithmentafeln enthalten unmittelbar bie 
Briggfchen Logarithmen ber Zahlen von 1.58 100999. 
Die Logaritimen der übrigen fechözifferigen Zahlen werben 
vermittelft der Proportionaltheile aus ihnen entnommen, 
auch bie der fiebenzifferigen u. f. w. annähernd. Die Fors 
mel 2) in $. 151 liefert die ‘Proportionaltheile unb. begrün- 
det deren Anwendung. - 


Die Logarithmen ber fechözifferigen Zahlen Таеп fid) паш, 
(ich vermittelft jener Formel аиб реп Logaritimen der fünf 
zifferigen Zahlen beredjnen. Denn e3 Helle x eine fünf: 
zifferige Zahl vor, z jede ber Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 
8, 9; alddann bezeichnet 10x + z јере von ben fechszifferi- 
gen Zahlen, welche erhalten werben, wenn man der Zahl x 
jut. Rechten eine ber Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ans 
hängt, und еб ift, зипаф Log 10x und Log 10(х + 1), 
oder Log(10x + 10), zu Hilfe nehmend, 

Іор (10х La —Logi0x z 


Гор (10х +- 10) —Log10x 10 
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ober. 


ober 


Log(10x + z) — LogíOx z 
Log10(x +1) —Log10x 10 
Log(10x + 2) — Log10x z 
Loga +1)—Logs 10 


Hieraus folgt 


Log (10x + 2) = Log 10x + Log (x + 


oder 


Log (10x + 2) = 1 + Logx + 


10 


1) — Logx 


Log(x + 1) — Logx 
02 


und шап hat den Logarithmus ber ſechsziffrigen Zahl 10x +z 
auégebrüdt durch die ogaritbmen der fünfziffrigen Zahlen x 
und x + f. 

. 66 fei 4. B. x = 25788, dann ift 


Log(257880-|-z) = 1-+L0g25788 + 


oder 


1.05(257880--2) = 144,4114177 + 


oder 


` Log(257880-42) = 1-+4,41141774+- — 


10 


10 


0 ST 168, 


'Log(257880--2)—5,4114177 + 0,00000 1682. 


Segt man jet ftatt z bie Ziffern 1, 2, 3, .... 


— Вер, 


7 Decimalftellen beibehaltend, 
Log 257881 — 5,4114177 + 0,0000016 


Log 257882 = 5,4114177 + 0,0000033 


Log257883 = 5,4114177 + 0,0000050 
Log 257884 — 5,4114177 4-0,0000067 
Log 257885 — 5,4114177 + 0,0000084 
Log 257886 = 5,4114177 + 0,0000100 


- Log 257887 = 5,4114177 + 0,0000117 
. Log257888 — 5,4114177 + 0,0020134 


Log 251889 = 5,4114177 + 0,0000151. 


Log25789—Log25 188, 


4,4114345—4,41141 7, 


9, fo ent: 


In den Begafchen Tafeln find, mit Hinweglaffung ber Rul- 


(m, die Differenz 168 und bie Proportionaltheile, in ber 
Wolfe Anal. n. Differ. 31е Aufl. 16 
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legten Ziffer um 1 erhöht, wenn bie nächft folgende größer als 
5 ift, alfo 17, 34, 50, 67, 84, 101, 118, 134, 151 ab; 
gebrudt. Das llebrige wird feiner Erläuterung bedürfen. 
Zur SBeftimntung der €ogaritfmen von fiebenziffrigen Зар; 
fen ergiebt fid, unter x fünfziffrige, unter: z. zweiziffrige Зар 
len verftanden, die Gleichung 
-Log(100x-+z) = 2--Logx „mes FI шов, 
Yür bie zweiziffrige Zahl z {ее man ihre allgemeine Form 
10r + г, und еб entfteht 


Log (100x + z) = 2 + Logx + Log (x + D —Logr 


d 
n Loga + D— Logs 
100 
und hieraus ergiebt fih ohne Weiteres das befannte Ber- 
fahren zur Beftimmung der Logarithmen von Tod 
Zahlen. U. f. f. | 
8) Welchen Zahlenwerth hat іп туст, welchen 80519 17 
44,85”? 
0,27899 .... 0,84147.... 
Man wird 579 17' 44,85" erft in Bogenmaaß verwan⸗ 
deln, und bann bie Reihe für Sinx afimenben.. 


9) Es ift 
Cos2x — Cosx? — Sinx? 
— 2Cosx? — 1 
== 1 — 2Sinx? 


Cos 3x = Cosx? — 3Cosx Sin x? 
— 4Cosx? — 3Cosx | . 
ж , Cos4x = Cosx*.— 6Cosx? Sinx? + Sinx* 
b. di = 8Cosx* — 8Cosx? +1 ~ 
== 8Sin xt — 8Sinx? + 1 
Cos 5x = Созх5 — 10Cosx? Sinx? + 5CosxSinx* 


== 16Cosx? — 20Cosx? -+ 9Cosx - 
01.12. р 
iE | 
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T Sin 2х = 2CosxSinx 


у Sin 3х = 3Cosx? Sin x — Sinx? 

— — 4Sinx? + 3Sinx 22 
| == Sin x (4Совх? — 1) 
Sin 4x — 4Cosx? Sinx — 4Cosx Sinx? 

— Sinx(8Cosx? — 4Cosx) 

== Cos x (ASinx — 8Sinx?) 








и. f. w. 
2t 
| sN — ex 
P tg 2x шин 1 — tg x? 
Jtgx — tgx? 
ted = xi 
 ,  Atgx — átgx? 
r tg dx ~ 1— 6tgx? + tgxt 
e u. f. w. | 
| " Cotgx? — 1 
"m | Сор 2x — ` 9Cotgx 
_ __ Cotgx? — 3Cotgx 
i Сох = "gepigx: — 1 — 
" Cotgx* — 6Cotgx? + 1 
| Cotg 4x = 4Cotgx? — 4Cotgx | 
ay! u. f. f. 
Eiche $. 179. 
10) €s ijt 


2Cosx? = Cos?x -|- 1 

ACosx? = Cos3x + 3Cosx 

8Cosxt — Cos 4х + 4Сов2х + 3 
16Cosx5 = Соз 5х + 5Cos3x + 10Cosx 
82Совх9 — Созбх + 6Cos 4x + 15Cos?x + 10 


— — 


‚ 2Y 


| 

| 28in х2 = — Cos?x +1 
4Sin x? = — бір Зх + 3Sinx 

| 16* 

} 
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8Sin x+ = Cos 4x — 4Cos?x + 3 
16Sinx5 = Sin5x — 58іп Зх + 10Sinx 
32Sinx® — — Cos6x + 6Cos 4x — 15Cos2x + 10. 


11) arctg(1 + үх) + arctg (1 --Үх)-- weg. 


12) arcsin Sinx + arcsin Cosx = arc sin 1 = ke, 








13) arccos ———— = arctg. 
ya? F xi a 
— —  1,1—Yvx 
14) V—1arctgy —x = —In Si 
) Y etgy—x — 5 ES 


5 -а4ү,2х-1--ү-43 . y3 
15) JY—11» — IE = —, 
— 5211 

16) — y—1aresinx y—b = In(y1 + bx? + xyb). 

17) — y—alny—b = Va arc sin — — DE 

18) Welches find die Werthe 166 Ausbruds VIV T? 
e, e, еї", ein, ei", ei^ eat... 

6 ift namlich 

— үа + pa VTT — —Qm + р, 

während m Null und jede pofitioe ober negative ganze Zahl 

vorftellt. 


19) Welche Werthe bat (— Y— -1)"-14 
-и 


1 9 
27, — 37 л л т 
000 d e ` e 2 e 2 / е? / ef / ез ecc? 


20) Welches find bie Werthe von 17-14 
e-^, e-7 1, е?" et 


/ * 909 


ДЈ 


Die Reihe $. 178 2) [aft fid) zur Berechnung der Zahl 7 
benugen. Man [ege 3. B. x — * ſo iſt ст = tg 45° 
= 1, unb e3 entfteht 

a ad u ides 


чч” 


21 
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Diefe Reihe nimmt fehr langfam ab unb ift deshalb zur 
Berechnung nicht wohlgeeignet. 


Für х= micht, ba tg = 6309 = 5 if, 
rm 40 40 , 1. 1 
6 үз 3.3y3 5.938 7-32ү3 ^7 
. alfo 





T 1 1 1 
7 = DN -5 t5.3i— 7.3 + u] 
eine тај genug fallende Reihe. 


Man {ере 
T 
‚ytz=7 
fo ift | 
с (у 3-2) = 1 
alfo ` 
ру | tgz Оо 


1 —tgytgz ` 
Man fege ferner 


tgy = t 
dann ift nach ber letztern Gleichung 
tg z — 1. 
Nach 5. 178 2) folgt bann aber 
1 1 1 1 
Yy—3' 33s 833 1088 077 
1 1 1 1 
2 73 33:01 5.95 T3) 77 
alfo | | 
| se (í 1 1 1» ) 
yrı=7 el E + 535 T3800 
1 1 1 1 ) 
T (3-55 T 5.95 7.3? Te 


In ähnlicher Weife laffen fih nod) bequemere Reihen 
erzielen. 
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Btetige Zinfeszinfen. 


22) Ein Kapital a trage jährlich p Prozent Zinfen. Die Zin- 
fen werden jeden Augenblid zum Kapital де адеп und mit 
verzinftz was wird aus dem Kapital in t Jahren? 


nach 1 Sahr alfo 


(! + 100° x) 
nach 2 Jahr bei Zing von Zing 


(33 


u. f. 10. nah — l Jahren bei Zing von Zins 


(+1 


nad) t Jahren ober = Jahren folglich 


1 ix 
(: + 100 100 X) a 
und für x = oo ift dies ber verlangte Werth. 
Nach bem binomifchen Eag ift | 
x. x—1 
2-3 


| q — Le, | q | 
( i) "X 1-2 x? 
1 2 


1. 1-1 14--4-2 
— — 42 L_ = 
= 14-9 + үә qt 1.2.3 q t 


alfo für x = oo 


lim (1 4 ay = et 


et 











—1:x—2 
—* Ey- 
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23) 


24) 


25) 


26) 


Hiernach ift für x = оо 


BY o, 
1+10| — 2 
x ` 


alfo- weiter für x = оо 


Wenn Zinfen jeden Augenblid zum Kapital gegeben und 
mit verzinf werben, wollen wir foldje Zinfeszinfen ftetige 
Zinfeszinfen nennen. 


100 Thir. tragen 9 Prozent ейде Zinfeszinfen, was wird 
Daraus in einem Jahre, in 2, 5, 10, 14 Jahren? 

105 Thir. 3 Sgr. 92 Pf.; 

110 Thir. 154 Ggr.; 

123,4 .... Thlr.; 

164,87 .... Thle.; 

201,3 .... Thlr. 


Wie viel Prozent ftetiger Zinfeszinfen trägt ein Kapital a, 
welches in t Jahren zu b anwächft? 
100 (Logb — Log a) b —— Поа) 
ове 096 04342944819 .. 
Unter Log verftehen wir ege ben гоа gut 
Bafis 10. 
(58 ift 





e 


lne = 1 
alfo nach 6) 
' Loge — 0,43429 .... 


Wie (ange muß ein Kapital а ftehen, damit еб bei р Proz 


zent ftetiger Zinfeszinfen zu b anmwachfe? 


100 (Logb — Log a) 
Горе Jahre. 
Wie lange muß ein Kapital ſtehen, damit es bei p Prozent 


ſtetiger Zinſeszinſen zu feinem mfachen anwachſe? 


f00Logm 
pLoge 








Jahre. 


/ 
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27) Wie viele Prozente bot ein Kapital getragen, welches. bei 
ftetigem Zinfeszind in t Jahren zu feinem mfachen ange 
` wadjfen ift? 
100Log m 
tLoge ' ` | 
28) Wie lange muß ein Kapital ftehen, damit еб bei 1, 2, 3, 
4, 5 Prozent ftetiger Zinfeszinfen fid) verboppele? ` | 
69,31 ..... , 34,65 ..... , 23,10 ..... , 17,32..... , 
13,86 ..... Jahre. 


weiter Abſchnitt. 


— — — 


Differential- und 3 ntegralrechnung. 





Erfter Lehrgang. 


252 | Som Differenziren. 6. 187—190. 


den anderen x+h durch Hinzufügung deg h übergeht; und 
diefe Art fih auszudrücken führt feine Mißverftändnifie herbei, 
fobald man nicht unbeachtet läft, daß x urveránberfid) ift. 


$. 188. 


Es fel f, eine beliebige Funktion von x Dasjenige, worin 
f, übergeht, wenn x-+h {ан x б wird, bezeichnen wir 
durch Ку. 

Die Funktionen f, und fern mögen beziehlich die urfprüng- 
liche und bie durch h geänderte бил он heißen. 


$. 189. 
Wir {ереп Ä 
fis = fh thf 
während f! im Allgemeinen eine Bunftion von x und von h 
vorftellt. 

Die geänderte бий он mug nämlich in bie urſpruͤngliche 
zuruͤckfallen, wenn Null geſetzt wird ſtatt h, und dieſer Bedin⸗ 
gung leiſtet die Form f, + hf! Genüge. Daß f! im Allgemei⸗ 
nen eine биш он von x unb von h fein werde, ift augenfalig 
und möge befondere Beachtung finden. 

Es erfcheint möglih, dag aud) Бъ = f, ]- fih et 
gebe, eine Form, die gleichfalld der Bedingung genügt, im fz 
überzugehen, wenn h — 0. Auh in {обет Fal benfen wir 
ҺЕ in hf! umgeftaltet. Befonderheiten, welche auftauchen To: 
nen, laffen fid) erft fpäter erörtern. inftweilen feger wir vors 
aus hf! werde einfach Null, wenn h = 0 ift. 


$. 190. 


Nach bem vorigen Paragraphen ift 

Бр f, =h f! | 

Es ift alfo hf! ber Unterfchied zwiſchen ber geänderten unb bet 

urfprünglichen Funktion, b. Б. еб ift hf! ber Werth, um welchen 

bie urfprüngliche бил он f, fid) geändert "hat dadurch, daß 
Xx+ h Hatt x geſetzt wurde. 


6. 191. 192. _ Vom Differenziren. 253 


$. 191. , 
Man betrachte Ме Differenzen 
(x--b—x =h 
unb f.p — f, =h- f! 


während x alle feine Werthe durchläuft, h aber, als conftant, 
fi nicht ändert. 
^ Die erfte Differenz bleibt ungeändert, nämlich gleih h. Die 
andere Differenz aber erleidet im Allgemeinen Aenderungen, fos 
bald x fid) ändert, weil f! im Allgemeinen eine биш ол von h 
unb von x vorftelt. Nur in bem befonderen und möglichen бай, 
daß f! fein x enthält, ift aud) bie zweite Differenz conftant. 
Wenn man alfo оесіфіерепе Werthe x’, x", x", .... von x 
wählt, fo find die Differenzen 
un — fx 
берь — Їх“ 
fun fec 
im Augemeinen ungleich; D. H. während х, x", x",.... um 
denſelben Werth h geändert werden, ſtimmen bie Aenderungen, 
welche bie Funktionen fx, f, fx, c... dadurch erleiden, nicht 
uͤberein. Sollte indeß f! fein x enthalten, fo ſtimmen dieſe Diffe⸗ 
renzen uͤberein, und die Aenderungen der Funktionen ſind gleich. 


$. 192. 


Die Funktion f! geht, wenn іп ihr Null gefegt wird ftatt 
h in eine Funktion bloß von x. über. Diefe Funktion von x 
nennen wir bie erte Ableitung von ber Funktion f; nad) x, 
ſchlechthin bie Ableitung von f nad) x und wir bezeichnen fie durch 

dE, 

l Die Funktion fT ift im Allgemeinen eine Funktion von х 
und von h. Im Allgemeinen werben fid) in ihr Glieder finden, 
welche fein h enthalten, und (0106, welche h ober höhere Potens 
yn von h zu Faktoren Haben. Die erfteren von h unabhängis 
gen Glieder machen im Allgemeinen eine Funktion von x aug, 
während die anderen verſchwinden mit = 0. Darin liegt das 
oben Geſagte. 


254 Dom Differenziren. 6. 192--195. 


Enthalten in einem befonderen бай fammtliche Glieder vou 
f! ben Faktor h, fo verſchwindet f! volftändig, wenn h = 0 
geſetzt wird, und es ift 

of, = 0. p 

Findet fid) in (ша фен Gliedern von fI, welche fein h 
enthalten, zugleich fein x, fo geht f! in einen conftanten Aus: 
drud über, wenn Nul gejegt wird ftatt h, und biefer conftante 
Ausdrud ift alsdann bie Ableitung von f nad) x. 

Der бай, bag f! bie Form oo annimmt, wenn Null Hatt 
h gefet wird, bleibt vorläufig audgefchlofien. 


$. 193. 


Die бал он f! geht in At über, wenn in ihr das con: 
ftante Differential dx gefegt wird Pott h, und wenn dabei die 
Funktion f! nur ald endlicher Werth in Betracht fommen fol 
oder darf. 

Nah $. 90 und $. 192. 

Eben fo erhellet, bag fT in 0f, übergeht, wenn ай h übers 
haupt ein unendlich Fleiner Werth gefegt wird. 


$. 194. 


1 


Die Gleihung | 
Lu — fz + hf! 
gewinnt vorzügliche Wichtigkeit, wenn in ifr dx geſetzt wird ftatt 
h, und während babel f! nur in Bezug auf feinen endlichen 
Werth in Betracht fommt. 
— G8 entfteht alddann nach bem vorigen Paragraph 
| fer = f + ах. Of. 

(Für bie Anwendungen ijt zu beachten, daß in ben Aus: 
brüden fx, f, Las, Of, einerlei Werth von x zu denken ift, nànv 
lich derjenige, welcher urfprünglich in fx gebadjt und bann um 
dx geändert wurde.) 


$. 195. 


Aus Ё. рах = fı + ef,- dx 
folgt Ё. рак — х == df, dx. 


6. 195—199. Vom Oiftrenjiten. - ‚ . 955 


Die Differenz frrax— f. ift dad Wachsthum, welches die 
Funktion f, dadurch erfüfrt, daß ber Werth x in ifr um dx 
zunimmt. 

Der Ausdruck At, ds ift ein Differential erfter Ordnung. 
Died Differential erhält, weil 0f, eine Зил ол von x ijt, mit 
jedem befonderen Werth von x einen befonderen Werth. Rur 
wenn of, fein x enthält ift At. ах conftant. 


$. 196. 


Das Wachsthum, welches eine Funktion f, dadurch erfahrt, ` 
bag x übergeht in x + dx, ift nadj dem Bisherigen unendlich 
Hein. Wir nennen ed, an und für fich- betrachtet, und fo weit 
6 fid) durch ein Differential erfter Ordnung ausdrückt, баб erfte 
Differential, fchlechthin das Differential der бил он fz und bes 





zeichnen е6 burdj- df,. 
| $. 197. 
Nach ben beiden vorftebenben Paragraphen ift 
df, = If, -dx ^ 
woraus folgt l 
df, | 
dx = ef. 


Der Quotient zur Linfen heißt der Differentia- Quotient. Sein 
Werth it fz. 
$. 198. 

Wir haben bisher eine beliebige Aenderung, welche ber Urs 
оесанрес фе x erleidet, durch h bezeichnet. Sn manchen Fällen 
ift e8 , angemeffener die beliebige Aenderung deg Urveränderlichen 
x durch Ax zu bezeichnen. Die Aenderung, welche eine Sunt; 
tion f, dadurch erleidet, daß x in x -+ Ax übergeht, bezeichnet 
man durch А. 

6. 199. 

Es it, wenn Ax fih bem Werth Null nähert unb biefen 

Werth erreicht 





M. 
lim Ax ^? 


956 Vom Differenziren. ` . $. 199. 200. 


Denn е6 ift | 
{<+дх—— fz == Af; = Ах. 
b. b. Af, == Ax f! 


alfo AR gp. 


In f! ftebt Ax {ан h; wenn alfo Ax bis auf Жий abnimmt, 
fo entfteht nach $. 192 | 


lim = ofz. 





$. 200. 


Rah bem Bisherigen bieten fid) folgende, mehr ber Anficht 
als ber Sache nah, verſchiedene Wege bar, bie erfte Ableitung 
Of, einer биш он fx zu erhalten. 


I. 

Man bilde 
1) die geänderte бип он fx+n 
2) bie Differeng on fs | 
3) den Duotienten ы 3 indem man wirklich durch h 
dividirt, unb fepe — -« 

4) nach vollzogener Divifion Rull Patt hi 

Die Зай он von x, welche bann hervorgegangen, bifbet bie 
erfte Ableitung At, von fi. ` 
Es ift nàmtid 





рь — f, =h. f! 

alfo | — =f! | 

unb f! geht im Of über, wenn man Null fegt ай h. 

(58. fei 4. B. f, = ax?. | 

Dann ift fx1n = ax? + 3ax?h + 3axh? + ah? 
fxn — fx == 3ax?h + 3axh? + ah? 
SS == дах? +- Захһ + ah? 

alfo {йт h = 0 


of, == 3ax?. 


- 


4. 200. 201: ` Bom Diferenyiren. am 


П. 


Man entwidele den Duotienten 
| Ё рак — fz 
dx 
fo weit er endlich ift.. . 
Sf z. B. f, = ax?, jo entfteht wie oben 
ue ft L 3ax? + 3ax-dx + adx? 
mithin, wenn man rets nur den endlichen Werth behält, bie 
Differentiale verfchwinden läßt 


ef, — 3ax?. 


III. 
Man bilde 


lim ДЬ 


während Ax abnimmt bis auf Null. 


IV. 


Man bilde den Duotienten 
df, 
dx | 
welches, namentlich in den Wällen ber Anwendung, öfters leicht 
durch Nebenbetrachtungen gefchehen fann. 
Welchen ber Wege man einfchlage, ift ber Sache nah gleich» 
giltig. In den Anwendungen bietet bald ber eine, bald der 
andere mehr Bequemlichkeit oder Klarheit. 


6. 201. 


Die Funktionen f, und op, , und mehr noch ble бал ол fx 
und ihr Differential df, ftehen, wie die Folge lehren wird, in 
vielen 500 fruchtbaren Beziehungen zu einander, für welche 
namentlich die Geometrie unb die Mechanik reiche Gebiete unges 
mein vielfeitiger Anwendbarkeit eröffnen. Die Benugung der 
Funktionen f; und fz, oder ber Funktion fx und ihres Differens 


tials df, hangt davon ab, wenn eine der Bunftionen f; und ot, 
99006 Anal. u: Differ. Ste Aufl. 17 








4 


eg 


258 | Vom Differengiren, 6. 201--2( 


gegeben ift, bie andere zu ermitteln.- Der vorige Paragro 
- enthält Vorfchriften für das Bilden der Funktion 25, aus ` 
gegebenen Funktion fx; aber burd) Gefege, beren Entwidelu 
. unà. zunächft befchäftigen wird, laßt fid) das Bilden der Funfti 
Of, aus der бий он fx wefentlich erleichtern; zugleich werden bi 
. Gejege die erfte Grundlage abgeben für bie umgefehrte Ope 
tion, bie Зил ол fx zu beftimmen, wenn die Funktion of, ı 
geben ift. | , 

Der Gegenftand ber DiffeventialJtednung befteht 
dem Bilden ber Funftion Of aus ber Funktion fx, oder in b 
Bilden des Differentiald df, = of, ах. Eine Wunftion f, w 
differenzirt, wenn man ihre Ableitung At bildet, ober 
Differential df, = At, dx. - 


П. Ginfade allgemeine Gejete. 


6. 202. 


Die Ableitung jedes conftanten Ausdrudes а ift gleich 9t 
Betrachtet man a alb fx, fo wird diefe Уй ол, als f 
X enthaltend, nicht geändert, wenn x in x + h übergeht. 
ift alfo ` 
f, = a, unb Бъ = a 


| faf, = MÉI = 
deshalb f! — 0 unb dann offenbar Of, = 0, b. f. да — 0. 
$. 203. 
Ge if a. E ф) = 2% + 24s. 


Denn 68 ift 
fen + фх--н = fx + hf! + (ф, + béi 
(fx+n Æ+ Фх+һ) — (fx + фу) = hf! + ho! Нь 
und wenn man diefe Gleichung burd) h dividirt, unb bar 
h = 0 fegt, entfteht 
fr 2E ф„) = 9f, Æ Ad, 


~ 


6. 204—207. Bom Differenziren. 959 


6. 204. 
(56 ift (6. ф,) = f, 04. + dr’ 25. 
Denn её ift 
Loës + hf!) (dx + he!) 
= fz: + Муф! + hof! + h?f!4! 
Lu — Бф = Méi + фу! + fig! 
unb durch h dividirt, und darauf h — O gefegt 
of, dx = dd, + d, dÉ, 


Ч 6. 205. 
Ge ift (а. fz) = a · db, 
Denn e$ ift (а: Б) == ад! + „да, und да ift Null. 
6. 206. 
f: dh db — fied. 


Lu fg hf 
Man hat dea Ф. 1 
fin 25 2 hof! — hf, dl 
Px+h $z ш (фх + hg! )фх 
Daher, wenn man bur h dividirt unb bann Null fegt Дай h 
ak Ф Kä, · | 
фх pr? 


«jo 





6. 207. 
31416466. 


e 


i a ас, 
Es ift 1) ra =— fa 
ft of, 





Beides folgt аиб bem vorigen Paragraphen und aus $. 202. 


17* 


560 Dom Differenziren. 6. 208. 


Ш. Ableitungen ber Grundfunftionen. 


6. 208. 
Es ijt 1) 0x? = nx?! 
2) x =1. 
@ ift 
x) 
(x + din — x" ` (1 tr 
Шин хиих жиг 
x? 
(1 -- Sj — 
х yn—1 
= dx x 
x 


= befindet fid) zwifgen — 1 und +1, wir dürfen alfo ben 


WË Sag anwenden, und еб сн р, giltig für jeden veel- 
len Werth von n 


ZUM Ote eX GG +.. 
dx dx 


x 
== (n + —* 4 зээ 


ober, wenn wir die unendlich Heinen Werthe verſchwinden laſſen 


dÉ 


(x (x + dx) dx) — x" — x? — nani 
— dx ` 
2) folgt aug 1). 
| Beifpiele, 
1) 2х3 = 3x?. 
2) 9x? = — 2r. 
1 4 


3) дү = 0—4 = — 4° —— i$ 


~ 


$. 208—210. Vom Differenziren. 961 





4) ad = $i 
оа — Lech 
9) ANS = х = e? = 2yx 
_2 3 
6) MIL — Ox Ерт 3 _ 
yx? Зүх? 
6. 209. 
(56 ijt 1) дах = a*. Ina. 
2) дех = ех 
Es iſt 


e == 1 + Onar LO ye р ODD 


Hieraus folgt, wenn man $. 203, 6. 202, $. "208 unb den yori- 
gen Paragraphen anwendet 


dat = 0 + Ina + 02)" 2x 4- Lau. 


= и + dox + DES 2 + e 
odber ĉa! — a*-Ina. 
Rah 1) ift је 
cer — e*.]ne 
und е6 ift Ine — f, alfo дех = ех. 


6. 210. 


(56 ift elnx = D 


Nah $. 149 3) ift 5 | 
ма-а |z tH (525) 15 (35) +] 


ober 


рена 3 (55) + Gus) +] 


und ‚wenn man diefe Gleichung durch h biveibirt unb darauf 
h = 0 fegt, folgt 


= 8) x? 











Мах = 
x 


262 Siem Differenziren. 6. 211. 212. 








6. 211. 
a 1 
i d ш:----, 
Ge ijt Logx x-ina 
(8 ift nah S. 150 
a lnx 
Logx = ]na 
folglich “орх = мах 
oder nad) $. 207 2) 
a dng 
e — 
Logx Ina 
und, wenn man den vorigen Paragraphen anwendet, 
e > — . 
Logx xlna 
6. 212. 
Ge ift 1) ?Sinx = Cosx 


2) Cos x = — Sin x. 
Nach 8. 150 ift 
. x? х5 x! 
Sinx = х — 37 erer T T 
alfo, wenn тап $. 203, 6. 207 2) und 6. 208 anwendet, 
. х? xt хо 
cSinx = 1 — дт grt .... 
— Cosx. 
Ferner ift 
x! x? 


x? 
Cosx=1— z tgi үрэл эс 


folglich unter Anwendung von $. 203, $. 202, $. 207 2) und 
6. 208. 
. x? x! 


ACosx — х? 
eCosx = — х р р р 6 


x? х5 х! 
=—(x— 3r tš — irt) 


— — Sin X. 


6. 213. 214, . Bom Differenziren. 263 


8. 213. 
(56 ift 1) дох — Secx? 


- 2) eCotgx = — Cosecx? 
3) 0Secx  —tgxSecx 
4) SCosecx = — Cotgx Cosecx 
5) eSinvx = Sinx 
6) 2ССозух = — Cosx. 


Es ift nämlich 





oder nad) $. 206 
dtg x — Cos x ðSin x — Sin x ðCos x 
| Cos x? 
__ Cosx? + Sinz? 
m Cosx? . 
21 
"7 Cosx? | | 
Die übrigen Formeln ergeben fid) ahnlich, indem man Cotg x, 
Secx u. f. f. burg Sinx, Cosx auébrüdt. 


$. 214. 


Wir heben auébrüdíid) hervor, daß wegen der Gleichung 
df, = db dx 
zur Bildung des Differentiald einer бил он jedesmal das Bils 
den der Ableitung erforderlich und ausreichend ift. 
Со ift 4. B. | 
e(f, + dx) = of, + 0$. ' 


(vor. Paragraph.) 


— Secx?. 


alfo — Q(£& + bx) = (6 + 24:)dx 
ferner | 

df, o.) = fcd. + d, of. ` 
alfo d(fx$x) = (fz Оф» + ф of, )dx 
ferner 


| oSinx = Cosx 
alfo dSinx = Cos x- dx 
u. f. w. 


264 Bom Tiffereujiren. $. 215—217. 


6. 215. 
IR f,—0 
fo ift ef, —0 - 


und bann aud) 
df, = cf, dx = 0. 
-Denn alébanu ijt ^f, = 20, und da 0 conftant ift, fo 
folgt dad Geſetz aud $. 202. , ` 


IV. Funktionen mehrerer Variabeln. 
$. 216. 


(88 fei f eine бий он mehrerer Ürveränderlicden x, y, z .... 
Die conftauten Differentiale dx, dy, dz .... biefec VBeränderlichen 
find dann von einander eben fo zu unterfcheiden, wie bie Ber: 
änderlichen felbft. Denn in ben Fällen ber Anwendung werben 
х, y, 2.... fih entweder auf ungleichartige Größen beziehen, wie 
» B. Zeit, Drud, u. f. f. ober ед wird Grund vorliegen, die Ab: 
hängigfeit der бил он. von jedem ber Veränverlichen gefondert 
zu erhalten und darzuftellen. 


$. 217. ` 


(89 fel f eine Funktion mehrerer Veränderlichen x, y, z u. LL 
- Die Ableitung diefer Funktion nad) x wird gedacht unb gebildet, 
während man f bloß als Funktion von х, alfo bie übrigen Aus: 
drücke y, 2 u. f. f- wie conftant betrachtet, und wir bezeichnen 
diefe Ableitung durch fz. Die Ableitung derfelben. Funktion 
nach y wird gebildet, wenn man f bloß als бин он von y, alfo 
X, 2 u. f. w. als conftant behandelt; und wir bezeichnen diefe 
Ableitung durch Ify. U. f. w. 

Sede blefer Ableitungen ift im Allgemeinen felbft wiederum 
eine биш он von x, у, 2 u. f. f. Bon jeder folen Ableitung 
fann daher weiter die Ableitung nach ‘jedem einzelnen ber Bers 
ånderlichen gefordert werden. Die Bezeichnung bleibt vorläufig die 
bisherige. Die Ableitung nah y von 2Б 3. B. bezeichnen wir 
einſtweilen durch OO 


$. 218—220. Som Differenzicen, 265 


6. 218. 


Фоп einer Funktion mehrerer Veränderlichen fommen vers - 
fchievene Differentiale in Betracht. 

(96 fei 3. B. f eine бин Шон zweier Urveränderlichen x und 
y, fo find drei Differentiale der Funktion zu unterfcheiden. Die 
unendlich feine Aenderung, welche f dadurch erleidet, bag bloß x 
um fein Differential dx таф, nennt man dad partielle Ф б 
rential von f nach x, unb wir bezeichnen еб durch dE: bie uns 
endlich feine Aenderung, welche f erleidet, wenn bloß y um fein ` 
Differential de wat, heißt das partielle Differential von f nad) 
y, und wir bezeichnen её durch d: bie unendlich Пепе Aendes 
rung erfier Ordnung, welche f erleidet, wenn x fid) um dx und- 
zugleich y um dy ändert, nennt man das vollftánbige ober 
totale Differential ber Funktion f, unb wir bezeichnen еб durch df, у, 

Sft £ eine Sunftion dreier Veränderlichen x, у, z, fo fommen 
. fieben verſchiedene Differentiale der Funktion in Betracht: drei ents 
fleben, wenn bloß x, орет. bloß y, oder allein z fih um fein © е 
rential ändert, wiederum drei, wenn x unb y, ober x unb z, ober 
у und 2 um ihre Differentiale geändert werden, endlich nod) eines, 
wenn x, y unb z gleichzeitig um ihre Differentiale molen, Das 
legte ift das totale Differential der Sunftion, bie übrigen heißen 
partielle. U. f. w. 


$. 219. 


Das Produkt ахау ift ein Differential zweiter Ordnung. 

Denn es muß mit 5 b. b. mit oo multiplicirt werden, um 
auf das Differential dx erfier Ordnung zurüdzufommen. 

Eben fo erkennt man die SBrobufte dx-dy-dz, dx?dy ale 
Differentiale dritter Ordnung; u. f. f. 


6. 220. 


Эй f eine бий он der beiden Veränderlichen x und y, fo ift 
^0 d£, = Of. dx + Ify-dy 
oder was daflelbe fagt 
df,, — df, + df,. 


266 Vom Differenziren. $. 220. 221. 


In der Funktion f der beiden Weränderlichen x und y laffe 
man zuerjt bloß x übergehen in x + ei und es entftebt 
Ё, рах == = f + dx. 0 
In diefer Gleichung gehe ferner у "i in y + dy. Der Aug: 
drud zur Linfen geht dadurch über іп 


fx + dx,y+tdy° 
Der Ausdruck f geht über in 

f + de, Ab, 
Der Ausdruck cf, geht über in 

of, + dy 0096). 
Diefe Werthe fubftituire man oben; das liefert 
f.Lax, yay = f + dy: 0f, + dx: 0f, + dx. dy (f), | 
oder, indem das Differential zweiter Ordnung verſchwindet 
fx taz, y+dy — f= dy , ef, + ах. of, 
ober 
df, y = of,dx + of ydy 

und das iſt das Geſetz. 


6. 221.. 


St f eine биш он der drei Veränderlichen x, y, z, fo ijt 
df, уз == of, dx + 0. dy + of, dz 
oder, was daſſelbe fagt 
| df, ,,, — df, + df, + ағ. 
Man erhält wie im vorigen Paragraph, und indem man 
fofort die Differentiale zweiter Ordnung verſchwinden Tat, nad) 
und nad) 


м 


fra = = f + ах. of, _ : 
fx рах, у+4у == —f + dy: ef, 4 dx ef, 
fx tax, y dy, z+dz = = f + dz of, + dy of, + dx of, 
alfo 
fx4ax,y+äy,z4 ав —Ё == 826, + dy, + dx fx 
oder 
df, у = Ofxdx + ду + cf, dz. 


6. 222. Bom Differenziren. ... 207 


V. Mittelbare Funktion. 


8. 222. 


(56 fei f eine Funktion von d, und o eine Funktion von x. 
Der Ausdrud f fommt dann in doppelter Weife ald eine unt: 
tion in Betracht, nämlich als Funktion f, von bem Ausdruck d 
unb andererfeitd ald бил он f£, von х. Während f ald Ун 
tion von x angefehen wird, fann man entweder beachten, daß x 
vermittelt p in f vorfommt, oder man fann diefen Umftand aufer 
Act laffen. Im erften бай werde f eine mittelbare Funktion 
von x genannt, im anderen eine unmittelbare бин он von x. 


. Œs ift für bie Funktion an fid) gleichgiltig und Sache uns 
[есес Willkür, f a(8 mittelbare oder a(8 unmittelbare Funftion 
von x anzufehen; denn e8 ift f eine mittelbare бил он von x, 
fobald wir beachten, daß x vermittelt p in f erfcheint, dagegen 
ift Е eine unmittelbare Funktion von x, wenn wir den in f 007: 
fommenden Ausdruck ф nicht alg einen befonderen Ausdruck feft 
halten, ihn im Gegentheil als folchen überſehen unb lediglich be⸗ 
achten, daß überhaupt x in f enthalten ift. 

Der Urveränderlihe x fann fid) um jeden beliebigen Werth 
h ändern, wenn nur x+ h in ben Grángen bleibt, die etwa dem 
x find geftelft worden. - 

Geht bie бил он $ über in p+ К, fo ift k nicht will 
fürfidj, fonbern Delt nur bie Werthe vor, um welche & feiner Natur 
nach fid) ändern fann dadurch, bag x in ihm übergeht in x + h. 
Und finft k herab zu 40, fo ift dieg das Differential der Funt- 
tion p, welche nach dem allgemeinen Gefeg fid) ausdrückt durch 
` dé, dx. 

Nah 6.198 geht bie Funktion f! in die Ableitung über 
nicht bloß wenn dx, fondern wenn überhaupt nur ein unend⸗ 
lif) Heiner Werth dort боб h gefegt wird. Kommt daher f 
019 Funktion von ф in Betracht, und ift bie Ableitung von f 
nach Фф herzuftellen, fo wird fie eben fo gebildet, wie wenn ф ur: 
veränderlich wäre. 


^ 
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$. 223. 


Sft f eine Funktion von p, unb p eine Sunftion von х, 
und fommt x nur vermittelft p in f vor, nicht nod) außerdem, 


fo ift 
of, == fe dd 
obet df, == 2%. dd, dx. | 
Man betrachte £ еіпесенб als unmittelbare Funktion von 
x, andererfeitd ald Yunftion von ф und eg ift 
f, = fe. | 
Geht nun x über in x+ dx, fo geht ф über in ф + dd und 
еб folgt 
| ferax == fo Lab 
= fs + 2%4ф 
= #% + fọ od, dx 
f рах — fo = Afo Оф, dx 
oder, ba f willfürlich 08 f, oder # darf angefeben werben 


f rax шин f EN ^ 
— dx == dfo dd, 


oder of, == 06 04, 
und dieg wat zu erweifen. 

Das eben dargelegte Gefeg fommt febr oft zur Anwendung; 
denn als Funktion ф muß jeder Ausdrud betrachtet werden, wel: ` 
cher nicht das einfadje x ift. 


Sft 3 8. 
” f — xn 
fo ift ef, = nx"1, 
Iſt andererfeits 
f = (3х)" 


fo ift Зх als ф ju betrachten, und 
ef, == п(Зх)"—! 0(3x) - 
— 3. n(3x)”!. 
Oper, ift | 
f = (— x)" 
fo ift — 1.x ald ф aufzufaflen, und 
0f, = n(— SET dt 1.х) 


= —n(— x)", - 
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6. 224. 


Sft f eine Funktion von ф und ф eine бил он von x und 
femmt x nur vermittelft ф in f vor, nicht noch außerdem, fo ift 





o NM 
1) Фф. = д 
of, 
2) Hä — dé, 
Nach. bem vorigen Paragraph. 
` 6. 225. 


Sft f eine Funktion vor $ und y, find ф und y Funftios 
nen von x, und fommt x nur vermittelt der Funktionen ф unb 
Ч іп f vor, nicht noch außerdem, fo ift 

of, == Afp 09, + 21004, 
Man betrachte f einerfeitd als unmittelbare Syunftion von x, 
andererfeitd als Funftion von ф und y, und es ift 
fx = fo, ү 
oder, indem man $. 220 anwendet, 
df, = 0%4ф + Ifydy 
oder, ba ф und y Funktionen von x find, 
df, = òfo 0ф, ах + fy Jy, dx 
und Daraus folgt, mit dx dividirend 
of, = fp dpr + 2 д. 


$. 226. 

Und df f eine Funktion von 4, Y und x, während ф, d 
unb x Wunftionen von x find, und erfcheint x nicht außerdem 
nod in f, fo ift 

at, = fp dpr + Ify äu, + dfx Әл. 
Ergiebt fi wie dad Gefeg im vorigen Paragraph. 


6, 227. 


Ой £ eine Funktion von p und von х, während p eine 
Funktion von x ift, und betrachten wir f al& unmittelbare Funk⸗ 
tion von allem x, welches überhaupt in f vorkommt, fo bezeich- 
nen wir diefe Zunftion durch f, betrachten wir aber bie Funk⸗ 
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tion f bloß als Wunftion desjenigen x, welches nicht in & епі: 
halten ift (wobei ф als eim conftanter Ausdruck angefehen, alfo 
046 x in ф überfehen wird), fo bezeichnen wir die бил он durch 
ba, Die Bedeutung der Ableitungen fx und f ift hiernach 


feftgeftellt. 
$. 228. 


"Sft f eine Funktion von und von x, unb ift dabei ` 
eine биш он von х, fo ift 


of, = Mp ddr + fo. 
Erhellet aus 6. 225, wenn man Ч, = x fegt und beachtet, 
daß alddann Au, = 0х — 1 ift. 


9. 229. 


Und ift f eine Funktion von d, y und x, während ф und 
у Funktionen von x vorftellen, fo ijt 


of, = efe ed, + ор CU + Ф). 
Folgt aus 6. 226. | 
6. 230. 


St f eine Zunftion von ф und von x, dabei Ф eine Yunt- 
tion von x, unb ijt 


fo ijt 


fp, x == 0 


ef, == dé dd, + fiy = 0. 
Man betrachte £ alg unmittelbare Funktion von x und еб 
ерее ber Eat aus $. 215. 


6. 231. 
- Und ift f eine Funktion von d, Y und x, während ? unb 
vy Funktionen von x vorftellen, und ift 
fo, dx = шин 0 


fo ift 
at, = dfo do, + 9694, + 0f) = 0. 
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VI Implieite Funktion. 


$. 232. 
Sft gegeben bie Gleichung 
f, == 0 


fo ift baburd) y beftimmt als бил он von x, unb umgekehrt x 
als Funktion von y. 

Denn würde ober fónnte man y entwideln aus ber Glei⸗ 
Hung, fo würde еб hervorgehen als eine биш ол von x. Und 
die Entwidelung von x würde daffelbe ald Funktion von y liefern. 


1 6. 233. 


Sind gegeben die береп Gleichungen 
hy. 0 
‚Еу = 0 

fo find dadurch je zwei der drei Ausdruͤcke x, у, 2 al8 Funktio⸗ 
nen beà dritten beftimmt; vorausgefegt, die Gleichungen feien 
unabhängig von einander. 

Denn benft man zwei jener Ausbrüde entwidelt, fo werden 
fie ald Зил онен des dritten fid) darftellen. 


$. 234. 


Sft gegeben у = фҳ 
[о fagt man, y fei explicit als Funktion von x gegeben. Sft 
dagegen y quur vermöge einer Gleichung wie etwa 
fy шин 0 - ч 
а18 биш он von x б ил, fo fagt man y fei implicit ges 
geben ald Funktion von x. 


6. 235. 

Es fei gegeben die Gleichung fx,y = 0. 

Der Gleichung gemäß werte y ald Funktion von x bloß 
берафі; unb diefe bloß gedachte Bunftion ftelle man fid) unter 
y.in der oberen Gleichung vor. Bei folcher Vorftellung ift f, у 
eine Sunftion von y unb von x, unb y eine Funktion von x. 
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Aus ber oberen Gleichung folgt dann паф $. 228 unb 230 
ap, äe, + ә, = 0 
während Of bier bie Ableitung von f nach demjenigen x bedeu- 


tet, welches nicht im y befinblid) ift, d. D. nach demjenigen х, 


welches geradezu in f erfcheint. 
Die legte Gleichung liefert 
"ED" 
RT. 
und hierdurch ift ду, gegeben, ohne daß y erplicit al& Funktion 
von x vorläge. 





Betrachten wir der gegebenen Gleichung gemäß umgekehrt x 


als Funktion von у, fo folgt wie zuvor 
of, ox, -+ of, == (0): 

| of. 
und daraus . ox, = — 5 Ч . 





6. 236. 
Oft demnach durch bie Gleichung 


i х,у — | 
{Фет der Ausdrücke x unb y implicit als бий он des anderen 
gegeben, fo ift 





- 


Hieraus folgt, indem man multiplicirt 
203 . 3) ду, Ox, = 1 
| 1 
ду, = — 
alfo weiter ду == ai- 


_ 1 
y ду, 





ex 


$. 237. 


Sind durch bie Gleichungen 
f. yz = 0 
У, & = 0 


F, 


ф 


m — — —— 
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je zwei -der drei Ausdrücke x, y, z ald Funktionen des dritten 
implicit gegeben, fo lafen fid) bie Ableitungen herftellen. Bes 
trachtet шал 3. B. x und y als бин опеп von z, fo folgt 

at, dx. J-0f,0y, + 0f, = 0 

дЕ, Әх, + ӘЕ, ду, + IF, — 0 
unb aus biefen Gleichungen Tonnen ох, unb ду, entwidelt werben. 


6. 238. 
1) 69 fer gegeben 
- 1) Бу = 0 
während x unb y Zunftionen von t-vorftelen. Dann ift aud 
f, — 0 unb 9f, = 0, d. f. wegen 6. 225 
. az + 0f,0y, = 0 
und hieraus folgt 








ду, — __. ef 
ober Ya 


Und ba wegen der Gleichung 1) y ald Бип оп von x und x 
als бипп | von y gedacht werden fann, fo find bie Quotienten 


м unb o y. nad $. 236 aug beziehlich. ду, unb As, ` 
2) 9 Ч 
1) Las == 0 
2) фу, = 0 


während x, y und z ald Funktionen von t gedacht werben, fo 
find auch f, und di gleih Null, eben fo dfe und Ipe b. D. 
| 0f,0x, + 0f,0y, + 0f,0z, = 0 
2ф, Әх, + фуду, + 2ф„дж — 0. 
ду, 0х, 02 ду, 


Р , OX, 
Und hieraus fónnen bie Quotienten Gar Dar "Zei Фу, Ox! 


X entwickelt werben, bie, inſofern durch bie Gleichungen 1) und 2) 


je zwei bet brei Ausdruͤcke x, Y 2 018 Bunftionen des dritten fid) 


‚ Anfehen Lafen, beziehlih 2х,, ду„, Ox,, 02у, дух, 02x. liefern. 
Wolff's Anal. hi Differ. 31е Aufl. 18 
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$. 239. 


Sind x unb y urveränderlich, unb ift 
у = 0 
fo ift df, у = 0. 
Es ift fy = 0 bei jedem ber Werihe von x und y; fola: 
lich ijt 


f. +äx,y+äy = (0) 
dann aud {<+ах,у+ду — fiy == 0 
d. h. | df,, == 0. 


Aus 
df, y == df, + df, = df dx + AE de = 0 


folgt weiter 
of, = 0 unb df, = 0 


db, = 0 unb df, = 0. 


6. 240. 
Sft gegeben | 


Losse 0 
{о ift jeder der Ausbrüde x, y, z implicit gegeben als Funktion 
der beiden übrigen. 


6. 241. 
(89 fei gegeben 
, f, ys — 0 
unb еб werde z betrachtet als implicite Funktion ber. Urvariabeln 


x unb y. 
Man hat nad) 6. 220 und $. 239 
df,, = of,dx + 26у = 0 
M, — 2,92, 0 = 0 
at, = 2,92, +H 0f = 0. 
Die beiden legten Gleichungen gewähren 22; und 22» und 
dann ift 
dæ, == 0z,dx + dz,dy 
b. 5. man Bat alddann das totale Differential der impliciten 
Wunftion z. 
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$. 242. 

69 fei gegeben | 
ү,х,у,5 — 0 
ү,х,уу5 — 0 


und man betrachte v unb x ald urvariabel, y unb 2 als implicit 
gegebene Funktionen von v und x. 
Man hat 
ot, de 4-254Х = 0 
2Е,4у4-2Е,0х--0 
oder 
[9f,9y, --9f,2z, - 25,(4у --125,дус Lä д2, + f,]dx —0 
[2Е, ду, -|-0F,9z, J-9F, de LI, ду, --әЕ, ?z, AR, Јах =Ù. 
Sede ber eingeflammerten Summen it Nul. Das liefert vier 
Gíeidjungen, aus welchen дуу, дуу, Zy, Oz, fih entnehmen 
laffen, und bann ift 
dy — dy de + ду„ах 
dz = ?z,dv -+ 0z,dx 
wodurch bie Differentiale ber implicit gegebenen биш олеп y und 
z vorliegen. 


VIL Höhere Ableitungen und Differentiate. 


$. 243. 


Die Ableitung Of, einer Funktion f, ift ſelbſt eine Funktion 
von x. (G8 fann daher At wie eine urfprüngliche Funktion ans 
gefehen und davon wiederum die Ableitung gebildet werden. 
Diefe erfte Ableitung von of, nennen wir die zweite Ablei- 
tung von f, unb bezeichnen fie durch 9?f,. Die Ableitung von 
925, nennen wir die Dritte Ableitung von f, und bezeichnen Ё 
durch Dfa, н. f. f. 


$. 244. 


Das Differential df, einer бин он f, ift, weil es fih 
auébrüdt durch 2 de felbft eine Funktion von x, und ed fann 


von ihm weiter das Differential gebildet werden. Died nennen 
18 * 


* 
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wir das zweite Differential ber бин ол fz unb bezeichnen еб 
durch d?f,. О. 





6. 245. 
Es ift 
| 421, = 92f,-dx? 
deshalb Ph оч 
unb Desha daa = 2° 


Denn еб ift 
d?f, = df. 14x — df, 

== дБ Lax dx — ef, dx 

== (0f, + dx. 0?f,)dx — of, dx 
alfo 42%, = 0?f,dx?. | 

"Das zweite Differential einer Funfion f, ift demnach ein 
Differential zweiter Ordnung, und wegen der Gleichung. 
425, = df, a, — df, | 

ift e8 bie Differenz zwifchen ben benachbarten Differentialen ers 
Ber Ordnung d рах und d£... 


6. 246. 


Bon dem zweiten Differential d?f, = 9?f,dx fann wies 
berum das Differential gebildet werben. Dies ift dann das 
dritte Differential der Funktion und wird bezeichnet durch dat. 


* 





6. 247. 
Gs ijt ' 
dät = 9?f,dx? 
9 deshalb fe _ gag 
unb Desha dis == 0°%. 
Denn еб ift 
M 436, = d?f, 4, — d?f, 


= 9?f, La. dx? — 22f,dx? 
= (92f, + dx 2?f,)dx? — д2{,4х2 
= Q?f,dx?. | 
So läßt fih weiter fortfchreiten; und es ift 
d^f, = dë dan, 
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6. 248. 


, df, d?f, d?f, (en 
Die Qustienten т” dir! des H LL heißen beziehlich 
der erfte, zweite, dritte u. f. f. Differential» Quotient 
орет Differential» Eovefficient ber Funktion fz. 


6. 249. 
Эй £ eine Funktion der beiden Urveränderlichen x unb y, fo ift 
dd = 9(0f,),. . 


2 {х-Нах,у — {х,у 
Es ift of, = — dx ^ — 


alfo әгәр, = 22+ pe быы Thr 

Der Ausdruck zur Rechten ift fommetrifh. Er geht alfo aud) 
hervor, wenn man werft 25, bildet und daraus 208), 68. 
erhellet demnach das Gefep. 


_ 6. 250. 
Sft f eine бил он dreier UÜrveränderlichen x, y, z, fo ift 
919(25К),1: = Ify zle = ?[9(0£2),], = .... 
Erhellet [eit aus dem vorigen Paragraph. 


6. 251. 


Und weil in den Fällen ber beiden vorangehenden Paras 
graphen die Ordnung des Differenzirensd gleichgiltig ift, fo wird 
fie ferner nicht vorgefchrieben werden, und wir bezeichnen durch 
dp af, у dasjenige, welches entfteht, wenn f überhaupt nmal nad) 
x bifferenzirt wird, und аша! nad y. 1. f. w. 


6. 252. 


Die höheren Differentiale -von Funktionen mehrerer Veraͤn⸗ 
derlichen find, wie ihre erften, entweder partiell oder total. 


6. 253. 


Sft f eine бил он der beiden Urvariabeln x unb y, fo ift 
|. d(df,), = d(df),. 
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Denn e8 ift 
d(df,), == OU dx),dy = 9(0f,),. dx. dy 
unb d(df,), = д(2%,. "буух = == 0(0#у),. dx. dy 
unb паф $. 219 ift 
IE), == БЭЭ 
Erweiterungen, entfprechend 6. 250, find leicht zu überbliden. 


6. 254. 


Statt d(df,), oder d(df,), fehreiben wir in ber Folge dif, y. 
Und weiter fchreiben wir d" 3f, у u. dergl. m. "рефе 6. 251. 


6. 255. ` 


Nach ben vorftebenben Paragraphen ift 
dif, у = 0 „dx-dy 
und deshalb | 
| 1,1 
ам» ды, у. 


dx dy 
Erweiterungen find (ei. 


6. 256. 
Sft f eine бил ол der beiden Urveränderlichen x und y, 


fo ift 
1) d?f,, = d?f, + 244, y + d?f,. 
Man bat nàmlid) 
| df, у == df, + 4. 
Deshalb weiter 
| d?f,, = д6 + а, --486,--1436, 
„орет d?f, , = d?f, + 2d'7f, y + d?f,. 
Зи gleicher Weife folgt aus 1) 
2) d?f,, = d?f, + 34%; + За! y + dat 
U. m. vergl. | 
6. 257. 
Die Formeln 
df,, = dfs +dfy 
d?f, y = d?f, + 242, + d?f, 
азбу = d?f, + 3d*!f, y + За, , + 426 u. f. w. 
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erhalten, wenn man rechts bie Differentiale durch bie Ableitun, 
gen auddrüdt, folgende Geftalt 
d, —0f.dx --254у 
dÉ, = 90?f,-dx? + 2. 0U!f, de, de + 92f,-dy? 
d£, = == д3{,.4х3 + 3д%{, , dx? de + 32:2, ‚ах. dy? 

+ o?f,dy? 
u. ſ. f.; und, wenn man die Ableitungen burd) Differentialquo- 
tienten evfegt 


























du, = 4а + Sry 
d’f,,= 2 dxa T * dur 
af, х, 
d?f, , -5-1-24х2-Н —— 4 Ze de? 
dät 
T 155 дуз 
н. f. f. 
6. 258. 


"Ge fei f иш он von p, und  Wunftion von x, während 
x nur vermittelt ф in f vorfommt. Wir wollen 22% durch 
Ableitungen von f unb ф nad) x ausdrüden. 
(58 ift nach $. 223 
a) Of, == 2%9ф,. 
Wir nehmen von beiden Seiten bie Ableitung nad) x, indem wir 
$. 204 anwenden und $. 223 wohl beachten... G8 entfteht 
В) 226, = 25522, + 00,02f426. 
= dad Zb, + 02#0ф, 2 
oder, für Ate ben Werth aus а) febenb 


д2{, = i 4 23f404.*- 





und daraus ergiebt fid) 
2ф,92#, — 98,026, 


y) 92% = 2ф,3 
Ober: E8 it nah а) 
м» Zb 
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alfo nach $. 206 und $. 223 
_ 0$.27f, — ùf, A? h 
ch? 
folglich 
oup 2ф,9%%, — M,229, 
c 2, =— s 00 Fe . 

Um 2°% bur Ableitungen von f unb ф паф x auége 
brüdt herzuftellen, nimmt man wiederum von В) bie Ableitung 
nad) x und verführt ähnlich wie ди ober man nimmt fofort 
von 7) bie Ableitung nad) x. П. f. w. 


$. 259. 
Gà fei gegeben 
f,, = 0. 
Wir betrachten у ald implicite бил ол von x unb wollen 22у, 


Berftellen. 
Zuvörkerft haben wir 
a) ef cy, + ef, = 0. 


~ 


ший weiter 
[2£,0y, + e], ду + [dfr гу, 4 2], = 0 
oder, Indem beachtet wird, daß ду, fein y enthält, alfo 
“(гу„)у == 0 iit, 
(Gà ift nämlich unter y bie бин он ф, zu benfen, welde 
fid) ergeben würde, wenn man y aus f,, == 0 entwidelte.) 
|с 25, ду, + of, у]ду, + Ga уду, + dfr y, | 226 = 0 
ober 
225, yr? + 20Uf, у ду, + 002у, +92, — 0. 
Daraus ift 
(0 03f, .- 2014f, är, + 2?f dy, 
: ef, 
oder, wenn man Datt ду, den Werth 09 a) fegt - 
^ 
озу, = _ 9?f,ef, u y + ab ka 
Ober: Nah a) ift | 


ду, = — 





6. 259. 260. Bom Differenziren. 981 


Daher nad) $. 206 
зау, = — 292. — 260006), 
2,206 | 
|. 0f, (0f, уду, -]- 2?f,) — of, (O?f, dy, + 0f, у) 
фа o 
_— Of,0?f, -- 25,054, уду, — 0f, 02f, Oy, — оды, 
— з —— 
oder, den Werth für ду, fegend 
мау 24938453 — 206,05 ды, + 0f,22f, 
yx — 253 . 
Die dritte Ableitung laft fid) gleichfalls in folchen Weifen 
erzielen. U. m. berg. - 


6. 260. 


Veberficht zu gewähren, Bellen wir bie nothwendigſten Ges 
fee Мес zufammen. Wegen des häufigen Gebrauchs haben wir 
bie Erweiterung nad) $. 223 an ben geeigneten Stelen Mot: 
gefügt. | | 

1) да--0. 

9) Ai E ф,) = 9f, E dhr 

3) fx px) = #,0ф, + d, of, 
dal)  —a-0f,. 





f, фк, — f. e$ 
4) 9—— III TE 
) $i фу? 
y. -адф, 
Фх фх2 
afe — 35 
a a 
5) Ox? = nx”! 
ox =1 


of," = nf,?»—10f,. 
6) да! — alna 

дафх — a$*Ina- дф, 

det = ех 

Qe$* = еф‹0ф,. 
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7) ?lnx -4 

аф, = s oth. 
8) орх ` = лс 

21.06 ф, LET 


9) o8inx | = Совх 
dëm d, = Cos p,’ 0ф,. 


10) 2Совх == — Sinx 
0Со8ф,  -——SinQ,94,. 
11) Офх == Secx? 
dtg ф, == бесф,20ф,. 


12) 2Софх.. = — Cosecx? 
OCotg$, = — Созесфх20ф,. 


13) д8есх — tgxSecx 
08есф, = оф, Зесф,0ф,. 
14) 9Cosecx = — CotgxCosecx 
0Cosec d, = — Cotg $, Cosec $,924,. 
15) 9Sinvx == Sinx 
д8іпуф,  —GSin4,94,. 
16) 2Соѕіпух = — Cosx 
дСовшу d, == — Cos4$,?4,. 
9. 261. 
Es ift 
1) дагсашх = "=з 
дагс sin фу = Tre 
2) дагссозх = — 231 
y1— x? 
9$, 


darc cos ф, = 


Vize: 


$. 261. 


Man {фе 


dann ift 


unb 


Man fat jetzt f,, = 0, unb е6 ift ду, zu beftimmen. 
6. 236 ift 


G6 ift aber 


3) 


4) 


3) 


6) 


8) дагссовіпух = — 


Зот Differenziren. 














1 
darctgx —ilz 
Фф, 
darc tg ox == er 
дагс сор х iiu 
дагссо фс == — 1 ын z 
Jarc secx 1 
хүх? — 1 
darcsecdh, = dh, 
oh CH 2—1 
1 
darccosecx = — 
дф, 
дагссоѕесф, = — 
| ф, үф: ? — 1 
. 1 
daro sinv x 
үх(2 — х) 
00x 


Are sine dh, = ——————— 
| Vë шин $x) 
1 
Vx(2 — x) 
uu ob . 

дагс cosinv фу = — —————————e 

Yo. шин dx) 
arc sin xX = y 

x = siny 

x— siny = 0. 


of, 
дух — — of 


0f, = x — Siny), == 9x — 0 = 1 
of, = (x — Siny), = 0 — Siny == — Созу. 
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Nach 


~ 
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Diefe Werthe fubftituire man, und еб entftebt 
1 





e = — 
J: == Созу 
‚oder darcsinx— — 
Cosy 
oder, ba x = Siny, alfo Cosy = yt — x? ift, 
darc sinx == — 
| yt — x? 
Hieraus folgt weiter nad) 6. 223 
^ 
darcsind, = 20169 
y1 — ф,? 
Das find bie Formeln unter 1). Eben fo ergeben fich bie 
übrigen. - 
Oder man fege 
arcsinx = y 
unb е6 ift x = Siny 


| | dx, = 0Siny = Созу 
und nah $. 236 3) Bat man fofort 
yo ui 
Ух < Jx, — Созу 
u. f. їй. wie oben. 


УШ. Die Taylorſche Reihe, 


6. 262. 


(88 fel f eine Funktion von x, unb wir laffen x übergehen 
it x+h. Der 9[uéorud x--h fann betrachtet werden als 
бий он ф von x, aud) ald Funktion p von h; unb demgemäß 
f als Funktion von biefem p, dad wir anfehen 019 Funktion von 
x, oder von h. 

Die Ableitung von f nad) (х -- hi werde bezeichnet durch 
fe ca). 

Nach $. 223 ift 

оъ) = ð fr AN d (5444 e 


v 
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(56 ift aber X(x- Ы), = 1, alfo 
1) ФО 13x = dr pn). 
Eben fo folgt 
2) OO xl == fern), 
Daher ift überhaupt 
d Go = — d uh = dr LA, 


$. 263. 


68 fei y eine Funktion von h. Es gehe y in Null über, 
wenn h =Q ift, d.h. e8 fei Yao =0. Berner fei ду ад 
pofitio, ober ftetà negativ, wenn in ihm ftatt-h alle Werthe von 
О bið zu einem beftimmten h gefegt werden. Alddann ift Im für 
diefen beftimmten Werth von h felbft beziehlich etwas Poſitives 
oder etwas Negatived. 

Man denfe in y Ван h alle Werthe von O bis zu bem 
beflimmten h gefeßt: unb еб ift y wuert 0, und mádjft darauf 
Веб um dyn = On dh, b. Б. fletd um etwas Pofitives ober um 
etwas Negatives, und daraus erhellet bie Behauptung. 


6. 264. 


(86 fei f eine Funktion von x. Wir laffen x übergehen in 
х +h, und Belle ung bie Aufgabe E durch eine Reihe wies 
derzugeben, welche nach den Potenzen von h fortfchreitet. 

Die Aufgabe zu löfen {ереп wir 

&ь =A + Bh + Ch? + Dh? +.. 

unter А, B, C .... unbefannte Ausprüde verftanden, wee пайт: 
lich fein h enthalten, fondern Bunftionen bloß von x find, und 
verfuchen, diefe Ausdrüde zu beftimmen. 

Die Reihe muß in f, übergehen, wenn bh. m Жий wird; 
deshalb ift A = E. Und wir {ееп demgemäß 2 

a) frh = fx + Bh + Ch? 4- Dh? + Eht +... - 

Don biefer Gleichung nehmen wir die Ableitung nad) x. 
Es ad mit Bezug auf $. 262 

F В) fern - 
=, + 9B,-h 4- 2С,.Һ? + 2D,-h? + дЕ,.Һ* +... 
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Wir nehmen ferner von a) bie Ableitung nah h; unb das Пе: 
‚fert mit Bezug auf $. 262 


y) 26+ = B + 2Ch + 3Dh? + 4Eh? + ,... 
Auf B) und n folgt nun aber 











B = 9f, 
2 
e-7-% 
5 8 
»- T 
Е = 25. s 


Diefe Werthe fubftituiren wir in a) unb ед entftebt 

| 226, 021, otf, 

1) fapa = fr H dfar h + St rh? + tt 

Dies ift bie Taylorfche Reihe. 

Wenn in einem befonderen Fal nicht ( ши фе Ableitun⸗ 
gen enbfidje Formen erhalten, fondern beren eine ober mehrere 
bie Form co annehmen, fo beſteht in ſolchem Fall die Taylorſche 
Reihe nicht. 

Dir йод Reihe ift begrängt unb bricht ab mit bem 


Фере z ha, wenn 225, conftant, alfo јере folgende Ableitung 


Null ift. "og feine von ben Ableitungen соп ан fo fchreiten fie 
ohne Ende fort unb Ме Reihe ift unendlich. In dem legten бай 
ift eine Reftbeftimmung nothwendig. 
Wir fegen zu bem Ende 
X 


дар 
б» = Б 4 ch + Zeche p... зг 


unter X eine бил он von x verftanden, unb traten, gus 
vórberít zwei Gränzen P unb Q für X gw erlangen. Es fei 
deshalb g 
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f. a h?n QR 
xh > fz + hof, t£ f, 4- .... tu 
fia f, + hof, t зү Б--.... tfe 
obet 
fa — f, — hof; Binet, — .... —Ep.o 
2! n! 
a) h2 ha 
Б — f, — hof, — 5,2*f, — .... — `8 < 0. 


Die Ausdrüde zur Linfen werden zu Rull, wenn Ь — 0. Be 
tradjten wir fie daher als Funktionen von h, fo gehen nad 
`$. 263 die Bedingungen а) in Erfüllung, wenn bie Ableitungen 
"ber Auödrüde nah h für alle Werthe beffelben von O bis zu 
dem in ihnen gedachten h beziehlich pofitio find oder negativ, 
р. 5. wenn 

h*-1 


Afata) — 9f, — h0?f, — .... — 
8) Wl gell (n —1)! 
N h»— 
dru — of; — ho? f, — .... — (n—1)! e<. 
Auch diefe Ausdrüde werden zu Rull, wenn man Rull {ан 
h fegt, unb bie Bedingungen B) werben erfüllt, fobald bie Ab- 
[eitungen ber Ausprüde паф h beziehlich pofitio find oder negas 
tio für jeden Werth von О bis h, b. h., fobal 


——-P>0 


h»-3? 
2 -( 488 _.. — — — 
д (TR e? f, T (n зу > 0 
y) hs? 
2 — А — — — — 
d Бү 2f. ...o mge «9 


In Bezug auf diefe Ausprüde gilt baffeibe, u. f. f. bie 

entſteht 

0°, LA —P>0 

fr — Q < 0 
ober, ba feya) entílebt, wenn man 23, bildet unb Darin 
x -+h fegt flat x, 

даь — Р > 0 

d ra — Q < 0. 
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Diefe Bedingungen aber werben erfüllt, fobald man unter D ben 
Heinen, unb unter Q den größten derjenigen Werthe fid) vor- 
ficit, welche At annimmt, während flatt h alle Werthe von 
O 616 zu bem beftimmten h gefegt werden. Die Яа он X 
muß nun zwifchen diefen Gränzwerthen fid) finden, alfo gleich 
дэ, run fein, unter u einen Werth zwifchen O und 1 verftanben, 
deffen genauere Beflimmung erft in beftimmten Fällen zu unters 
nehmen if. Demnach Haben wir 


034, af, 
2) f= f + ih + Gert... Seq 





$. 265. 


Sft £ eine бин он von х, fo verftehen wir unter 2%, das- 
jenige, welches entfteht, wenn man bie nte Ableitung von f nad) 


x bildet und dann in ijr a fegt ftatt х. 


6. 266. 
(8 fei f eine Funktion von x, und еб ift 
1) £ =, + ok) + ST 
unter a einen beliebigen Berth Jee, Ke 
2) fs = fo + fox + Loës xa p 2 ei x? +... 


Die erfte Gleichung entfpringt нд $. 264 1) wenn man 
dort a flatt x unb х — а фа h fegt. 2) entftebt aus 1) wenn 
Null gefegt wird Hatt a. 

Dies find bie Maclaurinfchen Reihen. 























| 9. 267. 
Es fei f en ` 
bann ijt of, == nx"! 


д2{ = n(n— I)x"2 
. 99f, = n(n—1)n—2)x*-? ц, f. w.. 
unb bie Segoe Reihe 6. 264 1) liefert . 
(x + h) = x? + пх" + nx” h? +n ,x^—!h3 4.. 


übereinſtimmend mit ber binomifdjen Reihe. 
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Es fei andererfeits 


f, — Sinx 
und es ift of, — Cosx 
dät, = — Sinx 
9?f, = — Cosx 
otf, = Sinx 
u. ſ. f 


unb bie Reihe 2) des vorigen Paragraphen liefert 
x? х5 х 


І Sinx—x— z ta nt 


@ fel ferner 
fse =hx 
bann it 025 ale 
х 
dä = — х? = — 
df, -шс:02х-35 = -3 
д, — —2.3x4 — 9 ` 
х 


u. f. f. 

Gür x —O nehmen alle diefe Ableitungen bie Form oo an; 
daher beſteht bie Reihe 2) im vorigen Paragraphen für diefen 
befonderen Werth von x nicht. Bedienen wir und aber ber 
Reihe 1) des vorigen Paragraphen, und fegen а — 1, fo entftebt 
lnx = (x—1) — 4(x—1)? + 4(x— 1)? — 4x — 1)! +... 
und daraus 1 -+ х ftatt x fepenb 

ni +x) = x — 4x2 + 4x? — 1x* +... 
welches bie Reihe a) in $. 149 ift. 

U. m. dergl. 

Wenn man, was leicht gefchehen fann, und im Anhange 
zum ‚gegenwärtigen Kapitel fid) durchgeführt findet, bie Ableitun- 
gen von x”, ах, lnx, Sinx, Cosx ohne Hilfe der Reihen bes 
fimmt, welche im neunten Kapitel find entwidelt worden, fo 


fonnten diefe Reihen hier urfprünglich gewonnen werben. Die 
Wolfe Anal. и. Differ. Ste Aufl. 19 
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Erweiterungen, welche dort Statt gefunden haben, mußten dann 


hier ihre Stelle erhalten. 


Für mancherlei Unterfuchungen ift bie Entwidelung der 
Funktionen in Reihen, wie ſie durch die Taylorſche oder Maclau⸗ 
rinſche Reihe fih bewirken läßt, von Wichtigkeit. 


8. 268. 


Œs (ei f eine Funktion der beiden Urveraͤnderlichen x unb y. 
(88 gehe x über in x+h, y in y — К. Bermitteft des Tay- 
lorſchen Sages fann fia, уук in eine Reihe verwandelt werben, 
welche nach ben Potenzen und SBrobuften von h unb k fortfchreitet. 

Man laffe zuerft x übergehen in x+h. 08 entftebt 

2 3 
fy = f + 05h + Dan + EE +.... 

Weiter laffe man y übergehen in y +k. Dadurch entſteht zur 
Linken fern, stk 
und bie Zunftionen zur Rechten gehen der Reihe nah über in 


k? 
бә + шингээн 
м, амдан, цан "T мн, 


k? 
026, + If, , k + 0**f жа +08 TET +... at. f. w. 
Ziele Werthe fubftituire man oben, und е6 enifteht: 


st 
h? h? hi 
=fr ++ 255 + MM He 
h?k 
+ гк + duif yhk 4025, ПШ ya Fe 
h?k? 
+ NEEN Luz ragt 
hk? 
3 
+ д —* ] д! "baam de 
kt 
! 4 “Гэ эв» 
4 д fri +e 


Le. 
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Laßt man bei der биш он f, dreier Veränderlichen x, 
y, 2, diefe begiehlih in x+ h, y + k, 2 + 1 übergehen, fo fann 
das Entftehende ebenfalls in eine Reihe verwandelt werben, bie 
nach. ben Potenzen und Produften von h, k unb 1 fortfchreitet. 
Wendet man zunächft bie legte Entwidelung an, fegt darauf 
z LI Hatt z, und benugt den Зай од ен Саб, fo ergiebt fid) 


h? 
бъ, ук, 241 — fx,y,z + of, h + d'ka + .... 
. Ка 
Ok E 965+... 
12 
TO SE. 
+ mat shk 4... 


+ и, +... 
+ д, +... 


Mee 

Achnliche Entwickelungen find bei бин оны mit beliebig 

vielen DVeränderlichen ausführbar. Sie bilden den Taylorfchen 
Gag für zwei, drei und mehr DVeränderliche. 


Mebungen und Praktiſches. 


$. 269. 


1) Was verftehen wir unfer der Ableitung Of, und unter bent 
Differential df, einer Funktion fx, und wie brüdt fih df, 
aus? Wie bildet man die Ableitung der Cummo, ber - 
Differenz, реб Produftes, des Quotienten zweier бий ог 
nen; wie bie Ableitung von x", ах, lnx, Sinx, Cosx, 
tgx, Cotgx, Secx, Cosecx, Sinvx, Cosinvx? Wie 
lautet der Taylorfche Sag? Wem ift 0(05)), gleich, wem 
0(92?f,),? Wenn f eine Funktion von ф, und & eine Funk⸗ 
tion von x ift, wie findet fih df? Wie findet fid) daher 
fx"), даф", Anger, д8їпфу u. f. w., 1. |. ї0.? Wenn f 
eine бин он, von ф unb y ift, während, ф und y Funt: 

19* 
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tionen find von x, wie brüdt (id) dfx aus? Und wie огд 
fih 9f, aus, wenn f eine Funktion von $, Y und x ifl, 
während babel p und  Wunftionem find von х? Was 
verfteben wir unter dem zweiten, dritten Differential einer 
Funktion. fx, unb wie brüden ft diefe Differentiate aus? 
Und wenn f eine Funftion zweier, dreier UÜrveränderlichen 
ift, was verftehen wir unter ihren Partials Differentialen, 
unter ihren vollftändigen? Wie brüden fi) df, у, а, ,, 
d?f,,, d?f,,,, aus? Wie lautet bie Taylorfche Reihe? 

2) (6 ijt nur nöthig, das Bilden ber eren Ableitung einzus 
üben, da jede folgende Ableitung aus ber маф voranges 
henden eben fo erhalten wird, wie bie ете Ableitung aus 
der urfprünglichen бил он. 

3) дах = а. дх = а.1 =a. 

4) дах" = адх" = anx"-!, 

5) da -+ bx) == да + 2х — 0 + b =b. 

6) Xa + bx + ox? + gx?) = b + 2ex + рка, 

4) 001 Ех) = + 1. 

8) e(— 8 + x^) = 5х*. 

9) 93 — 5x + 3x') = — 5 + 21x*. 


ex? Зсх2 





10) 7 d ° | | 
a acnx? 1 
Don ene 
x?—1 _ —x* — 7х* + dx? — 14х 
Ta 06 


1—x (1— x)? 
Зхё (2 — x?)0x? 
1—x? (d—x2)2 ` 
15) (а х)" = m(a + bx)"-"%(a+bx)=m(a + bx)”-1p, 


n. 1 1l. 
16) ?yx = ox? = lys ` 1 














n 
n Van? 


дүх? — a? = 0(х2 — a2)! = x 


yx? — ai 
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Ь--2сх 





-18) 0 bx— cx? = ————————-. 
бу) dya + bx— ex үа + bx — cx? 
\ Пех 14 
` д ——————e 
19) 1-х — (1—x)y1— z? 
20) Aris — WD = 9x? ——. 
Yx 
1 x 
21 0———— = ———— e 
) yVi—x? (1-х2)1--х2 
22) 21 yai —х? = — — — 
x "00 x?ya?— x? 
з — 3_ 
23) 2 ax? =b LC Зах? + 5b) yx 
х Зхзү(ах2 — b)? 
24) Xa + x)(b +x) =a 4- b 4- 2x. 
25) Ka + x) (b — x) (x — c) = ac + ab — bc 


+ 2(b + с — а)х — 3x?. 


дх(а24-х2у/а2--х2 = at t a?x? A 





26) Vai xi 
27 „Ya + х? +x _ (3a? + x?)x 
21) $a xi “ (a? — x2)!Vai-p xi 
28) Alan = 4, 
Xx 
2x 
29) дш(1--х2) = ipi 
x 1 
ð lIn- LT — . 
30) yi-4-x?  xt-dx2) 
1+x_ 1 
31) Ор 1—x = 1-- x? 
n—1 
32) әх)" = D 
33) Их? 





1—ү1— х2 xy1—x? 


49) 


50) 


an ani 


2y2 Vi Lat 1— 
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1 X | 1 | | 
"vier are) 
2-1. 1 j, Ya + хүс + хүс. B 1 





Sg "Ya: -хүс а — ex? 
%(Cosx + Secx) = Sinx Tgx?. 
x — Sin x Cosx -+ 28inx?Cosx. 








д 8 — Sinx?Cosx?. 
Sinx Sin3x Sin эх) a обоз 

sl 8 8 el Sinx?Cos?. 

2(— 4SecxCosecx? — $Cotg2x) = Sec x^ Совесл+. 


д(х — Sinx Cosx) = 2Sinx?. 


2+ Er 22° Sin 2x3 — Sin2x2Cos 2x3. 


dln V 1 + Sinx = бесх. 
1 — Sinx  . 
4 yvatb+Yyb—aTg, А | 


“үрг--а! valb—yb—aTg; 








al arctg(x?) — 


X00 
2 14-x* 
| 1 


1 аге соз (1 — X) = ——— - 
2 V2x (2 — x) 
2 25-41 - 1 

PH arc tg y - = 1c xir 
1 — 1 

дүр wetg (Yd tex) == 2 Sinx? 


1 +bx 





1 
+ 2arc tg bx| = 1 — 1 bixi 
1 arb ' 1 
д— arc sin ——————— — — — —. 
үс Ү4ас + b? Ya+bx— cx? 
1-|-хү2 4- хз WI 1 
"al. ———— 
In + arctg ний БЭЭР — 
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1, 0-32 1 2х-11 1 
[o Iz qme = 


52) da — VT + £x — ЗУТ x -- 4G—8)y13 x 


— биш + х — 1)] = SCHT. 
y1--x—yt-4- x 


91) 





93) Oln(Inx) = PEN 
54) Oln(Sinx) = Сох. 
55) oSin(Inx) = Cos nm 


56) дхх = x*(1 -+ lnx). , 
Nah 8. 225, indem man хх — D.A fegt, den Dignand 
x als ф, den Erponenten х ald y betrachtend. 


57) Olnxlux = Inxx 3 2009) 


98) At én = Gol at + е2, |. 


99) 68 fei y? — 2аху + x? = b, dann ift 
ay — х 
ду, = — 
Man bilde f, у = y? — 2axy + x? — b = 0, betrachte 
y als Funktion von х unb wende $. 236 an. 
60) aSiny -+ bCosx — c = 0 
 ,bSinx — "bSinx 
” &Cosy yai (c — bCosz)2 
Der efte Ausdruck ergiebt fi) nad) $. 236. Aus ber 


c — bCosx 
a 





ду, 


gegebenen Gleichung folgt Siny = , und wenn 


man Метаф Созу herftellt, unb den Werth in bem erften 
Ausdruck Таб пиг, geht der zweite hervor, welcher Су, f 
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(48, bloß als Funktion von x. — Der zweite Ausdruck ent- 
fteht auch, wenn man aus der gegebenen Gleichung 

. c—bCosx 

y = arc sm— 


folgert, und bann nad) x bie Ableitung bilvet. 





x _ lny | 
6D 7 —jnx 
AF ах ` 
ду, —ilcidy 
62) y = lnx 


dx, = x = еу. 


63) y = ln(1 + x?) + arctgx 





Arx? 
9x, = 1 + 2x 
64) y = SinzCosz 
x = Sinz — Cosz 


ду, == Cos z — Sinz. 


Man bildet werft dyz unb дх„, und hat alddann —— = As, 





ду, 
0х, 
65) у = Sinz — zCosz 


х =zSinz + Cosz 
дух = tgz. 


66) y= г — 1008. 


. Z 
x = 2 — гіп 





ду, = Cotg;,- 
1 
02y, = — zi 
Ar Sin — 


2r 


67) dSinx = Cosx-dx 
d?Sinx = — Sinx’ х2. 
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68) 
69) 


70) 


11) 








der = хау + ydx. 
X dx — xd 
darctg-- = 7 + тн 
_s_ 1 
dyxyy = ix уѓах - jxiy de 
азүхүу = — a" {убака + jx- y Mandy 


— 3x3 y iy? 


dayayy = хуйх? — үа—Фу—3ахзду 
— jx My ахду + 4gxly  Sdy*. 


arcsinx = x + Вэ -+ —* 4 ILU T... 
1, 13 , 135 , 
23. 245. 2467 

Die Reihen ergeben fid) burd) Maclaurind бай. Ein 
anderer Weg ift folgender. Man fege 

arc sin x = Ах -|- Bx? + Сх? + Dx* + Ex’ -+.... 
(bie Reihe fann nicht ein Glied ohne x enthalten, ba fie 
für x = 0 verfhwinden muß) unb nehme bie Ableitung: 


arccos x = 47 — х — 











1 
— — SEx* +... 
—— + + 
Es ift aber L — (1 — x2)—5, unb nad) bem binos 
y1 — x? | 
mifchen Sap 
(d ж) — 1 ра kann tet. 


Die Gleichfegung der Coefficienten liefert jegt bie вер 
von А, B, C, D .... — WiN man Ме zweite Reihe in 
biefer Weiſe herleiten, fo ift anzuſetzen 

arccosx = iz + Ax + Bx? +... 
weil агссов0 = іт ift. 
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Anhang. 


Beſtimmung der Differentiale der Brundfunktionen ohne Benutzung 
der Reihen. 


I. 
Яаф $. 135 ift 


1 
lim(1 + p)? = e 
für р = 0; und dies läft fid) aus bem binomifchen Sag ent- 
nehmen, wenn derfelbe bloß für pofitive ganze Erponenten erwies 
fen ift. 


II. 
Es ift 
lim(1—4)- гүй = іа + p J = 
{йт p = 9 = 0. 
Man fege 
Lass — 
1--2 


unb е8 folgt 


lim(1 — q) 3 — Bett + zd A 2) 
für q = O-unb 2 = 0, und daraus erhellet bie Behauptung. 


III. 
Ge ijt 
In(1 +a) = Ьа 
wenn а unendlich flein ift. 
Ergiebt (id) fofort aus II. 


IV. 
Es ift 


Man fat 


Ox? — nx?-1, 


(х {+ 4ху*“—х° ` (+7) — 1 
dx dx 
x. 


хп—! 


— deg, 


чир a- 
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oder, wenn man, je nachdem n pofitiv ober negativ ift, — 
=) = | 
( 1+7) =1 6а 
fegt, wobei а unendlich fein ift 


|" (x4-dx)—x^ а 
— = р 


Es folgt aber 


- el? + =) —=In(! E a) 
oder, wegen III 
dx 


n— = Ee 
Xx 

+a 

—— == Ц 
дх 

Xx 


alfo, wenn man fubftituirt, für jedes reelle n 
| Ox? == пхп-1, 








V. 
Es iſt 
olnx = D 
| X 
Ran Bat, 
- dx 
ln(x + dx) — Inx ` In (1 + =) 
dx m dx о 
dx 
20 X 
"7 dx 
_ 1 
О X 
VI. 


89 ift 


дах — ахіп а. 


\ 


300 Dom Differensiren. 


Man hat 
axtdx — ax al —1 
de ~ d 
oder ай — 1 Le 
febenb, wobei a unendlich Hein ift 


atā: _ x а 





a a 
Run folgt | 
de Ins = In(1 + а) =a 
alfo 2 —]lna 


dx 


a* 


6. 269. 


unb wenn man Melen Werth (но ий entftebt bie Behauptung. 


VII. 
Es ift 


oSinx = Cosx. 


Man hat 


| à) ‚ dx 
Sin (х + dx) — Sinx | Cos(x + 5:)9 9 


dx 


. dx . dx 
oder ba Sin; zg 


oSinx — Cosx. 


Eben fo ergiebt fih 0Cosx = — Sinx. 


VIII. 


Stellt man hierauf Ме Gefege für bie mittefbaren бил 0 


nen auf, fo laffen fid) aus dieſen leicht bie Gefege 


art, E ф,) = 0f, E дф, 


d dx) = dd, + d, of, 
f. — d, 96 шин Oé, 
фх ш $,? 


д 





entnehmen. 
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Elftes Kapitel, 


om Gang der Funktionen unb. von den größten 
und Petten Werthen. 


6. 270. 


Die Unterfuchungen des gegenwärtigen Kapitels beziehen fid) 
iglich auf reelle Werthe. 


$. 271. 


Wir haben bisher bie reellen Werthe bergeftalt geordnet und 
rgeftellt, daß fie mit — oo beginnen, ftetd um dx тоаф ир 
tfchreiten, und endigen mit -+ oc. 

Jeder einzelne Werth kommt zunächft an und für fij in 
tracht; wird bier aber auch angefehen werden ald Uebergangs- 
rth .zwifchen dem ihm vorangehenden Werth und dem ihm fols 
зеп, {оба bie Werthreihe ober ein Theil derfelben von einem 
veränderlichen x durchlaufen wird, oder von einem Abhängig- 
tänderlichen fz. 

Der Werth Null hat als Uebergangswerth ein befonderes 
wicht, weil er den Uebergang zwifchen ben negativen Werthen 
ıd ben pofitiven ausmacht. 


$. 272. 


Man betrachte die бил ол 
1 


A 
Ясан. x bie Werthe 
— оо, —...— dx, 0, -- dx, +... ck co 

шаи. Die Funktion burdjlauft dabei zuerft alle negativen 
Berthe von O bi$ — оо, fpringt über in -+ oo unb geht bann 
urh Die pofitiven Werthe fallend weiter bis 0. 

Diefe Erfcheinung, welche bei vielen anderen Gelegenheiten 
4 wiederholt, führt darauf, bie oben erwähnte Anordnung nicht 
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als eine ац ер фе zu betrachten. Die reellen Werthe laffen 
. fih auch folgendermaßen anordnen: 

0, --dx, +.... +- o, — o, —....— dx, 0. 
Hier Bebe zuerft bie pofitiven Werthe von O ab fletó um -+ dx 
wachfend bið -+ oo; dies fpringt über in — oo, und еб folgen 
" weiter fämmtliche negativen Werthe, ebenfalls flet um -+ dx 
wadjfenb 616 zu 0. 


6. 273. 
In ber erften von den beiden Anordnungen 
— o, —....— dx, 0, +dx, +..+% 


0, +dx, +.... | оо, — о, —....— dx, 0 
{фтейеп bie Werthe durchaus ftetig fort; jeder ift um -+ dx 
größer, als der links vorangebenbe. In ber zweiten Anordnung 
findet baffebe Statt, aber mit Ausnahme des Sprunges von 
+ oo, — oo. 

Sm ber ren Anordnung findet der llebergang aus bem 
Negativen ind Pofitive, ober umgefebrt duch Null Binburdj, tu 
ftetiger Weife Statt; in ber zweiten Anordnung nicht fletig ver 
mittelft des Sprunges + oo, nad — со. 

In ber erften Anordnung gelangt man fteigend aus bem 
Negativen ind Pofitive, ober fallend aus bem Pofitiven ins Яе 
gative; in ber zweiten Anordnung, umgefehrt, fleigend aus bem ` 
SBofitioen ind Negative, und fallend aus dem Negativen ine 
Poſitive. 

6. 274. 


Wir verbinden beive. Anordnungen Indem wir uns ble Werthe 

auf einer Kreislinie geordnet vorftellen, dergeftalt, bag 0 und oo 
diametral gegenüber ftehen, etwa O unten, die unendlichen Werthe 
— oo, - со oben, während zur Linfen die negativen, rechts bie 
pofitiven Werthe eingereiht find. Als Andeutung diene 

oo 

— T 

0 
Die Werthe — oo, + oo find ber Kürze halber bloß durch oo 
angedeutet. 


p 
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SBerfofgt man bei diefer Anordnung bie Werthe in der Rich: 
tung 0, +, оо, —, 0, + u. f. f., fo ift, mit Ausnahme des 
Sprunges aus -]-oo in — оо, jeder Werth um + dx größer 
016 ber vorhergehende. Wir nennen diefe Richtung bie Bei. 
gende. Die entgegengefegte Richtung heiße bie fallende. Die 
Anordnung felbft heiße ber Zahlenkreis. 

Der Zahlenkreis enthält zwei llebergánge aus. dem Negar 
tiven ing Poſitive, oder umgekehrt: den ftetigen durch Null unb 
den nichtftetigen durch Unendlich. Beim ftetigen gelangt man 
` fleigenb aus — in +, oder fallend aus + in —; beim nicht» 
ftetigen, umgefehrt, fleigend aus + in —, falend aus — 
in +. 

Beiläufig werde bemerft, bag wir bie Werthe in be erften 
Anordnung 069 vorigen Paragraphen erhalten, wenn wir ben 
Zahlenkreis fteigend von — oo bis -+ oo verfolgen; dagegen in 
der zweiten Anordnung, wenn wir ihn in derfelben Richtung vers 
folgen, von 0 bis 0. 


Außer dem Zahlenfreife behalten wir die urfprüngliche Ans 
` ordnung ber reellen Werthe bei, nämlich von — oo fteigend bis 
+ оо, und nennen diefe Anordnung die ftetige Zahlenreihe. Ihre 
Sränzen find —oo unb oo. — 


$. 275. 


Bon bem Urveränderlichen {ереп wir woraus, er bewege Ba 
in bet Betioen Sablenreife, und zwar fteigend. Sind Gränzen 
a unb b für ihn angegeben, fo ift bie zuerft genannte ſtets bie 
Heinere, er geht alfo fteigenb von ber Fleineren a bis zur größer 
rn b. Sind Feine Gränzen angegeben, fo durchläuft er bie. 
Werthe von — æ bis + oc. 

Bon einer Funktion nehmen wir dagegen im Allgemeinen 
an, fie bewege fih im Zahlenfreife. 

Jn den Anwendungen ift es gewöhnlich bequemer den Ur, 
veränderlichen ооп Rul ab einmal fteigend und andererfeitd fals 
lend fid) bewegen zu laſſen. 
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6. 276. 


66 fei f eine Funktion von x. Sft bei bem befonberen 
Werth x’ von x 
f. ax < f. < f. рах 
fo fagen wir, bie биш он f fei bei bem Werth x’ von x im 
Steigen; ift dagegen 
fax > f. > {рах 
fo fagen wir bie Funktion fei bei bem Werth x’ im Fallen. 
Sft bei dem befonderen Werth x’ von x 
f, ax < f. LÍ x'--dx 
fo heißt der Werth f. ein größter Werth, ein Marimum ber 
Sunftion; und ift 
f, ак > fx heran 
fo witb f. ein feiner Werth, ein Minimum der Funktion 
genannt. 


$. 277. 


Eine Funktion f, befindet fih bei bem Werthe x’ von x im 
Steigen ober im Falen, je nachdem ihre Ableitung At, für den 
Werth x’ von x einen pofitiven Werth erhält oder einen negativen. 


(8 fei zuerft 


of, > 0 
bann ift 
f.-Lax = f. + of, dx 
Län = хоо db dx 
aljo 
LA < fx < Ё, рахе 
Sft dagegen 
of, <0 
fo hat man 
Ё, рах = f. (— € ef, dx 
Ё ах = == f. + of, dx 
folglich 


Б.а > fs > Боүах 
Es erhellet demnach der Sap. 
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$. 278. 


Sft die Ableitung At einer бил он f, pofitio für alle 
Werthe von x von a big b, fo fteigt bie Funktion fortbauernb, 
während x von a 016 b fortichreitet, b. b. fie geht im Zahlen- 
fenfreife in fleigender Richtung fort. 

Sft dagegen bie Ableitung negativ für alle Werthe vou x 
von а bis b, fo befindet fi) bie Зил он im Fallen, während x 
von a 616 b fortfchreitet, fie bewegt fich im Sabfenfreife in fallen- 
der Richtung. 

Bei folem Fortfchreiten fann die Funktion einerlei Vorzeichen 
behalten, oder ed wechfeln indem fie durch 0 ober durch oo geht. 


$. 279. 


Behält die Ableitung cf, einer бий он f,, während x 
innerhalb beliebiger Gränzen fortfchreitet, nicht einerlei Vorzeichen, 
fondern geht fie aus dem Pofitiven ind Negative über, oder aus 
dem Negativen ind Pofitive, fo wechſelt bie Sunftion bie Rih- 
tung ihres Fortſchritts im Zahlenkfreife, und geht beziehlih aus 
dem Steigen ind Fallen über, ober auð dem Fallen ind Cteigen. 
Und wechfelt die Ableitung mehrmals ihr Vorzeichen, fo wechfelt 
die Sunftion eben fo oft bie Richtung ihred Ganges. 


$. 280. 


Steigt eine Funktion f£, 618 zu irgend einem Werthe g, bec 
pofitio ober negatio, Rull oder Unendlich fein fann, und fällt 
darauf von g ab, fo ift diefer Werth g ein Marimum ber бип; 
tion. бай die Funktion dagegen bið zu irgend einem Werth К, 
der pofitiv oder negativ, Null ober Unendlich fein mag, md 
feigt fie darauf von k ab, fo ift.k ein Minimum. 

Eine Зил ол fann mehrmals die Richtung ihres Gans 
ges wechfeln, daher auch mehrere größte oder fíeinfte Werthe 
erhalten. 


$. 281. 


З G ein größter Werth der Zunftion f, und erhalt f, 


leinen größeren Werth, während x von — оо bið -+ oo fort- 
Wolff's Anal. u. Differ. 3te Aufl. 90 
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fchreitet, fo nennen wir G das abfolute Marimum der бил он. 
Und ijt K ein kleinſter Werth der Funktion f,, und nimmt fie 
nicht einen noch fíeineven Werth an während des gedachten Gans 
ges von х, fo heiße К das abfolute Minimum ber Funftion. 


6. 282. 


Jeder Werth aug dem Zahlenfreife, ben eine in ihm fid) бе: 
wegende Funktion annimmt, ift entweder Uebergangswerth, ober 
größter oder ffeinfter Werth ber Funktion, oder Gränzwerth. 

Die бий он a+ bx 3.99. bewegt fid von z oo bie 
- оо, je nachdem b pofitiv ijt oder negativ, und еб find F oo 
: oo ihre Gränzwerthe. 

ЗЕ der Werth Nul Marimum einer бин он, fo ед fie 
аиб dem Negativen in Nul, und tritt dann fallend ing Negative 
zurück; ift Nul Minimum einer Funktion, fo fallt fie aug bem 
Poſitiven in Nul, und tritt dann fteigenb. zurüd ins SPofitive. 

St der Werth + оо Marimum einer биш он, fo Веде fte 
im Pofitiven bi8 -|- oo, und fällt darauf ins enbliche SBofitive 
zurüd; it — oo Minimum, fo fallt fie im Negativen bis — oo, 
und fteigt darauf zurüd ind Negativ-Endliche. 


6. 283. 
Der Ueberſicht und Kürze wegen werben wir fortab öfter fchreiben 


u. bergf. m., um anzudeuten, die бин он fx erhalte für den bes 
fonderen Werth x’ von x einen pofttiven Werth, und 

Mr. + 0 — 
и. bergl. m. um auszubrüden bie бин он of, fei gleich Null für 
den Werth x’, während fte für bie benachbarten Werthe х’ — dx 
und x’ + dx beziehlich etwas Pofitives und etwas Negative ijt. 


6. 284. 


1) Eine Зан Шон f, ift ein Marimum für den befonderen 
Werth x’ von x, wem 
| a. LD 
oder wenn Het оо — 


$. 284. 285. 
b. b. wenn bie erfte Ableitung 
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ber Funktion für den Werth x’ 


von x entweder Null ift oder unendlich, unb babel aus bem 0; 


fitiven übergeht ins Negative. 
Denn die бий он f geht 


alsdann bei bem Werthe x’ von 


x aus dem Steigen über ing Fallen. 
2) Eine бин он f, it ein Minimum für den befonderen 


Werth x’ von x, wenn 

ef, LLL. 
oder wenn ef, ... 
р. 6. wenn bie erfte Ableitung 
von x entweder Null ift ober 


— 0+ 


. — 20 + 


der Funktion für ben Werth x’ 
unendlich, und dabei aus dem 


Negativen ind Pofitive übergeht. 
Denn die бин он f geht alddann bei реш Werthe x’ von 
x aus bem Fallen über ing Steigen. 


$. 285. 


1) Eine Funktion £, ift ein Marimum für den Defonbeven 
Werth x’ von x, wenn 


ef = 
unb dä, —— 
oder wenn 

ef, == oo 
unb dä = 


aljo aus bem Pofttiven über Ind Negative; im anderen geht fie 
fleigend durch oo, alfo auch aug dem Pofitiven ind Negative. Es 
erhellet demnach dad Geſetz aus dem vorigen Paragraphen. 

2) Eine Funftion f£, ift ein Minimum für den befonderen 
Werth х’ von x, wenn 


of, = 
und 021, = + 
oder wenn 
IH == 
unb e2f,, = —. 


Sur erften Fall geht bie erte Ableitung fteigend durch 0, 
im anderen falend durch oo, in beiden Fällen alfo aus bem 
20 * 
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Negativen ind Pofitive, und eà erhellet die Behauptung aus bem 
vorigen Paragraphen. 


$. 286. 


Wenn für den Werth X von x nicht bloß Ме єг ес Ablei- 
tung, fondern auch die zweite oder mehrere ber folgenden in Null 
übergehen, fo erfolgt bie Benrtheilung der Sachlage nad) Эн 
tung ber folgenden Beifpiele. 

f. fteigt 
fo, =0...+0 + 9Rür. 
ef. = 0....—0 + 
035, = +. 

Фа nàmíid) 920, — +, fo geht 225. fteigend durch fei- 
nen Werth 0, bemnad) auð — über +; deshalb ift of, Mini- 
mum bei feinem Werthe Nul, und bat LOL nad $. 283; 
tie Funktion endlich fteigt nun bei x — dx und weiter bei 
х’ + dx, ſchreitet alfo fteigend im Zahlenfreife vor. 

Aehnlich beurtheilt man die folgenden Fälle, indem man von 
unten nach oben vorgeht: 


е2 


f. fallt 
of, —0....— 0 — Mar 
dät, —0....--0— 
o? f, = — 

f = Min. 
0. =0..—0+ 
021, = 0....--0 + 
dät, = 0....— 0 4- 


oif, = + 

f, = Mar. 
ef, =0.... +0 — 
025, = .. — 0 — 
of. = . + 0 — 
oif, = — 


u. f. w. 
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6. 287. 


Sind für ben Werth x’ von x bie erten 2n + 1 Ablei⸗ 
tungen gleich Null, und ift bie nàdjft folgende эр, fo ift bie 
Sunftion beziehlih ein Minimum oder ein Marimum. 

Sind bie erften 2n Ableitungen gleich Nul und ift bie 
nächft folgende Æ, fo ift die Funktion beziehlich im Steigen ober 
im Fallen. 

Erhellet nad) dem vorigen Paragraphen. 


$. 288. 


Wenn für den Werth x’ von x nicht bloß bie erfte Ablei- 
tung, fondern zugleich bie zweite oder mehrere der folgenden Ab- 
leitungen unendlich werden, fo erfolgt bie Beurtheilung ber Саф: 
lage nad) $. 285 indem man bie Vorzeichen beftimmt, welche bie 
erfte Ableitung bei den Werthen x — dx und x + dx ge 
winnt; ober nach $. 276 indem man foa. mit Ёс zu vergleichen 
trachtet. 

Ergeben fid) bei der єг ген, Weife die Vorzeichen ber Nb- 
kitung nicht ungleich, fo bedingt + oo + Steigen ber бий он, 
— oo — fallen. 

6. 289. 


Auch vermittelft ber Taylorfchen Reihe laffen fid) bie erlangs 
ten Refultate im Ganzen genommen herleiten, wie folgt: 
$. 290. 


1) Eine Funktion £, ift im Wachsthum ober im Abnehmen 
für den befonderen Werth x, von x, je nachdem bie erfte Ablei- 
lung Of, einen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt, 
wenn x, Дай x in ihr gefet wird. 


Sft ot. pofitis, fo if 
HA 
f dx = fx, + of, dx + "ar dx? Te... 


| 026, 
шш б-а 6, dx ХХ dee 
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Wenn mmn, wie wir vorausſetzen, feine tec Ableitungen unendlich 
їй, jo шафі bie Cumme des zweiten Gliedes unb aller folgen- 
den der eriterm Reihe ewwas Peſitives aus, tie Summe е6 zwei- 
ten Gliedes und aller ifm folgenden der unteren Reihe Dagegen 
ehvad Negarived. Yelglich ijt 
fx < fr, < f, Lar. 
ЗИ cf, negativ, fo ift 
“3 
frar = f, — f dx + det +... 
äs = fx, Cfdx-7.... 
und еб folgt 
fx a > Б, > f, Ae 
2) Eine Zunftien f. ijt ein Groͤßtes oder ein Kleinſtes für 
den bejonteren Werth x, von x, wenn ihre erfte Ableitung in 
Rull übergeht für ten Werth x, von x, nicht aber bie zweite, 
unb je nachdem bieje zweite Ableitung einen negativen ober einen 
pofitiven Werth annimmt. 
Ge ijt 














оң, A 

Ё. ах = fx, + Cf, ах -- 21 dx? -- 3! dx? + ee 
OO, TA 

f, cas = fs — fu dx — гуу dxe — Hay dx? +... 


ЭЙ nm of, == 0, und 026, etwas 9tegativeó, fo ijt in beiten 
Reihen bie Summe aller Glieder, welche tem. етеп folgen, etwas 
Hegatives, folglich 

fx > fuia 
zugleich fz, > ау 
unb f, ein Marimum. IA aber 2f, — 0, und 225, pofitis, 
io it in beiden Reihen Ме Summe aller Glieder, welche tem 
eren felgen, positiv, alfo 

Б, < f тах 
sugleich Б, < fz ax 
unb f, eim Minimum. 

Geht ſowohl bie erjte Ableitung ^f, als bie zweite c?f, in 

Жий über, für den Werth x,, nimmt aber bie dritte Ableitung 231, 
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einen pofitiven oder einen negativen Werth an, fo ift bie Funts 
tion f, im erſten бай im Wachsthum, im anderen im Abnehmen 
für ben Werth x, von x. — Gehen die erfte Ableitung, bie 
zweite unb bie dritte іп Null über, und nimmt bie vierte einen 
negativen ober einen pofitiven Werth an, wenn x, ftatt x gefegt 
wird, fo ift bie бил он begiehlich ein Marimum oder ein Minis 
mum für den Werth x, von x u. f. w., welches alles bie Ans 
fidt ber Reihen darlegt. 


$. 291. 


Aufgabe. Es fei eine Funktion f, von x gegeben, man 
{ой entfcheiden, ob die Funktion für befondere Werthe ihres Urs 
veränderlichen ein Groͤßtes oder ein Stleinfted werde, und, wenn 
das der Wall ift, diefe befonderen Werthe beftimmen. 

Auflöfung. Die vorangegangenen Cáge leiten auf fols 
gendes Verfahren: 

1) Man bilde 9f, und 2325. 

2) Man fepe 

of, = 0 
betrachte x als unbekannt, und entwidele aus Meier Gleichung 
alle Werthe von x. Die Werthe, welche fid) ergeben, feien durch 
Xi, Хи, Xm e bezeichnet. 

3) Man fege ben einen dieſer Werthe, x,, ftatt x in 2?f,, 
unb prüfe, ob 225, dabei einen pofitiven oder einen negativen 
Werth annimmt, oder іп Null übergeht. Nimmt 2256, einen poft 
tiven Werth an, fo ift fx, ein Minimum; nimmt 224, einen negas 
tiven Werth an, fo ift fx, ein Marimum. Geht aber 2?f, in 
Null über, fo bilde man 

4) bie Ableitung d fz, {ере in biefer x, ftatt x, und prüfe, 
ob 225. dadurch einen pofitiven oder einen negativen Werth ers 
hält, oder in Null übergeht. трап 232, einen pofitioe ober 
einen negativen Werth, fo ift fx, beziehlich im Steigen ober im 
Fallen. Geht aber 225, in Null über, fo bilde man 

9) 9565, fepe in blefer Ableitung х, ott x, und prüfe, o6 
9*f, dabei einen pofitiven oder einen negativen Werth annimmt, 
ober in Rul übergeht. U. f. vo. wie in 3). 
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6) Hat fid) entfchieden, bag f. ein Marimum ober ein 
Minimum oder Feind von beiden fei, fo verfabre man mit jedem 
der Werthe Хи, Xm ...., wie man in 9), 4), 5) mit x, verfahs 
ren ift. 

7) Man unterfuche endlich, ob Werthe von x beftehen, {йс 
welche die erfte Ableitung unendlich wird, und unterfuche ob für 
diefe bie бил он einen größten oder Heinften Werth erhält. 


6. 292. 


Es fei f eine Funktion der beiden Urveränderlichen x und y; 
unb x, unb y, feien zwei befondere Werthe ооп x unb y. Sft 
ef, —0, %=0 

und (О, V)? — 020. d Af, < 0 
fo ift die биш он f für bie Werthe x, unb у, ein Größtes oder 
ein Kleinftes, je nachdem bie Werthe 
C?f, und 225, 
beide negativ find ober beide pofitiv. 

Wir | Ми dx = zdy. Damit died aber die völlige Un⸗ 
abhängigfeit der Urvariabeln x und y nicht beeinträchtige, denten 
wir z nicht alà einen beftimmten Werth, fondern | unbeftimmt, 
veranderlich. 

Nah Taylors Сав ift dann 
Ё. tax, gär == an, + (CE. + fy  2)dx + 1(9?f,, + 20110, , .2 

+ 02#у -22)dx? +... 
und có leuchtet, wie bei ben früheren Unterfuchungen, ein, daf 
f,,y, ein Marimum ober ein Minimum ift, fobafb 
1) 25, +%,,2=0 
und je nachdem 
| 2) д{„ -- 2014f, „2 + Әу. 22 
negativ ijt ober pofitiv. 

Die Gleidjung 1) im Erfüllung zu bringen für das unbe 

ftimmte, veränderliche z, muß 
dfx, = 


fein und zugleich 


^f а 
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(66 bleibt noch bie Betrachtung des Ausdrucks unter 2) 

übrig, den wir der Kürze wegen durch 
А + 2Bz + Cz? 
vorftellen wollen. Er {00 negatig ausfalen oder pofitiv, alfo 
nicht gleich Rul, für jeden Werth von z; und dies geht in Ers 
fülung, wenn die Gleichung 
A + 2Bz + Cz? —0 

für z imaginaire Werthe liefert. Aus ihr entfpringt 


, Loo BzkEVBI—AC 
m C 
Dies ift imaginair, fobalb 
B? — AC < 0 


unb das geht nur in Erfüllung, wenn A und С beide ро о 
find ober beide negativ. 

St f ein Größtes ober Kleinfted für x, und ус, fo ift fie 
nothwendig auch eim (01:068 für x, allein ober y, allein; daher 
enifpredjen A<O und C < 0 bem Marimum ber Funktion, 
А:-0,8:-0 ven Minimum. 

Darin liegen bie Bedingungen des Sapes. 

Diefe Bedingungen können auch allein nad) ber Anficht 
entwidelt werben, daß bie Funktion für jeden ber Veränderlichen 
ein Marimum oder Minimum fein muß. 


$. 293. 


Man fagt eine Funktion fei ftetig innerhalb der Gränzen a 
unb b, wenn fie fid) ftetà um unendlich Kleines ändert, während 
ijr Ихреганрег ес von a bis b fortfchreitet. Dazu ift erforder- 
(id, daß ihre erfte Ableitung nicht unendlich werde für einen ber 
Werthe des Urveränderlichen von a Ив b. 


6. 294. 


Sft die Funktion fx ftetig innerhalb der Graͤnzen a unb b, fo ift 
fp — fa = dx + 0f, axdx + 0f, psa dx --.... + Әх 
ober: infofern im legten Gliede dx gegen b verfchtwindet, 
fy —f, —díf,dx-|- 0f, Laxdx J-9f, | sax dx 4- Of, Lis dX -... --ofydx 
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Es ift nämlich 
Р, шин fa — Ta4dx — f, + Ё, зах — Ё, рах + Ё, зах —7 ia -2dx + .... 
+ fr шин fy Ae 
denn zur Rechten heben fid) alle Glieder bis auf — f, und fy. 
Daraus folgt 


fy — f = hy RE fe pna, L.... 


+ fr шин fy Ae dx 


dx 
unb das ift das Gefeg. 
Die Werthe dfa, Of, рах, .... werden übrigens erhalten, in- 
bem man 22, bildet, und darin ftatt x bie Werthe a, a-]-dx ... fegt. 
Wir finden und zu der Semerfung veranlaßt, bag ble Diffes 
reng fo — f, immer befteht, bie Funktion f mag innerhalb bet 
Gränzen a und b ftetig fein oder nicht; aber fle fann bur bie 
rechts Пебепре Summe nur ausgebrücdt werden, wenn die бии 
tion ftetig ift. 
6. 295. 
Schließlich wollen wir ble Funktionen 
ax +b 
ах? -- bx +c 
ax? + bx? | ex | g 
einer näheren Betrachtung unteriverfen, während ber Urveränder⸗ 
liche x ftetig wachfend alle Werthe von — oo bis +- oo durchläuft. 
1) &8 fei 
f, == ах + b 
und её ijt of, — a. 
@ fei a pofitiv. Dann ift — oo der erfte Werth ber Sunftion, 
+ оо ift legter. Die erfte Ableitung ift von x unabhängig, alfo 
е6 pefitio, nämlich + a. Die Funktion befindet fid) daher bei 
allen Werthen von x im Wachsthum, unb fie durchläuft ftetig 
wachfend alle Werthe von — æbis -+ оо. — Sft a negativ, 
fo beginnt bie Sunftion mit -+ oo, und enbigt mit — oo, und 
fie durchläuft, beſtändig abnehmen, ihre Werthe, ба јем bie Abs 
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leitung negativ, die Sunftion alfo fortbauernb im Abnehmen ift. — 
Die Funftion hat feinen größten ober Hleinften Werth, d. Б. feiz 
пеп, der größer ift al feine beiden benachbarten Werthe oder 
Heiner. Die Жий ес — oo und + oo find ihre Gränzwerthe. 


Die Wunftion it Null für x—— 2. Sft a pofitio, fo 
durchlaäuft bie Wunftion ale Werthe von — оо 016 0, während 


х von — oo bis — 2 fteigt, bie Funftion wird Nul für 
x = — =, und durchläuft dann weiter alle Werthe von 0 big 


Too, während x von — э bis + oo zunimmt. Ift a bas 


gegen negativ, fo durchläuft bie Funktion bie Werthe von + oo 
6 0, und weiter von O big — оо, während x beziehlich von 


М b 
— 0 68 + —, unb weiter von + 2 bis -+ oo oa, 


2) б fei 
f, = ax? +bx-+c 
dann ift of, = 2ax + b 
025, = да. 

Die бин он Bat, wenn x unenblid) groß ift, einerlei Borz 
zeichen mit ihrem erften Gliede; denn zunächft verfchwindet с ges 
gen die anderen Glieder, und weiter ift ax? + bx = x(ax + b), 
und wenn x unendlich groß ift, fo verſchwindet b gegen ax. 

G8 fei a pofitio. Dann beginnt bie Bunftion mit + oc, 
und enbigt mit demfelben Werth. Nach der vorigen Nummer 
geht, während x die Werthe 


durchläuft, bie erfte Ableitung beziehlich durch bie Werthe 
— 0... 0 ....-4- o. 


Die zweite Ableitung ift pofitiv. Für den Werth — d vot x 
IR die erſte Ableitung O, bie zweite pofitiv, bie gunftion alfo ein 
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Minimum. Und während x von — oo bis — d fortfchreitet, 


und weiter bi$ + oo, nimmt bie Funktion fortdauernd ab von 
+ оо big zu ihrem Minimum, und fteigt bont wiederum | forte 
dauernd big + со. — DR a dagegen negativ, fo ift bie Funt- 


tion für x = + x. ein Marimum. Die бий Шон fteigt alb- 
bann von — oo bið zu ihrem Marimum unb fallt darauf bis 
— oo, während x беер vun — oo bis t3 und weiter 


bis + oo zunimmt. — Im єє є Fall ift das Minimum zus 
gleich das abfolute Minimum, im anderen dad Marimum abfo- 
lutes Marimum. Die Werthe + oo und — oo find Grün 
werthe. 

Hat die биш ои ax? + be Le ein Minimum, und ift 
died Minimum pofitiv oder Null, fo ift bie бал он für alle 
Werthe von x рой Но: im есеп Fal nimmt die Funftion ben 
Werth Null nicht an, im anderen erhält fie ihn einmal, нм 
wenn fie das Minimum erreicht. Hat die Хаш он ein Mini- 
mum, unb ift dad Minimum negatio, fo falt bie Funktion von 
+ oo bur Null gehend bis zu dem negativen Minimum, und 
fteigt darauf, abermals bur Null gehend, 018 + оо; fle nimmt 
dann alfo für zwei verfehiebene Werthe von x ben Werth Null 
an. — Hat die Funktion ein Marimum und ift das Marimum 
negativ oder Null, fo ift die биш он für alle Werthe von x 
negativ; im erften Fal nimmt die биш он den Werth Null 
nicht an, im anderen erreicht fie ihn einmal, nämlich im Mari- 
mum. Hat die Funktion ein Marimum, und ift das Marimum 
pofitio, fo geht die бил он. zweimal durch Null. 

3) 66 fei 

fk = ax? --1х2--сх- 4 
dann ift of, == 3ax? + 2bx + c. 

(8 fei a pofitiv. Die бил он beginnt dann mit — oo 
und endigt mit + œ. Die Ableitung ift die zuvor betrachtete 
Funktion. Ift of, ftet8 pofitio, fo fteigt f, von — оо dauernd 
bis + оо. Hat 9f, dn Minimum, das an fih negatio ift, fo 
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bewegt fid) dfr zuerft in pofitiven Werthen dann in negativen, 
zulegt wiederum in poltttoen, Die Funktion wird dann alfo gu- 
erft fteigen, dann fallen, dann wiederum dauernd fteigen. Dabei 
gewinnt fie ein Marimum und ein Minimum; aber feing bet 
felben ift abfolut. U. f. w. 


Mebungen und Praktifches. 


6. 296. 


1) Was heißt ед, eine Бал он f, fei bei einem Werth x, von 
x im #бафё ит, im Abnehmen, ober ein Größtes, ober 
ein Kleinftes? Wenn eine Funktion f, für ben Werth a 
von x ein Größtes ift, fann fie dann für andere Werthe 
von x noch größer fein, ober fann fie Fleiner fein als fr, 
während fie ein Fleinftes ift für ben Werth b von х? Wag 
verftehen wir unter dem abfoluten Marimum oder Minimum 
einer Funktion? Für welche Werthe von х fteht eine Funk⸗ 
tion f, im Wachsthum, im Abnehmen, ift fie ein Größtes, 
ein Kleinftes? Wann ift fx,y ein Größtes oder ein Kleinftes? 


2) Welchen Gang nimmt bie Funktion 2x? — 3x? — 36x, 
während x von — оо bis + oo anwächt? 

Die Funktion beginnt mit — oo, wächſt bis -+ 44, 
nimmt darauf ab big — 81 und wächft von hier an big 
To. 

Gà ift nämlich 

of, — 6x? — 6x — 36 


025, = 12x — 6. 
Aus 
6x? — 6x — 36 = 0 
ergiebt ſich x—3 
unb x == — 0, 


бїс den Werth З von x geht 225: in + 30 über, für 
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den Werth — 2 von x geht 227, über in — 30. , Daher 
їй bie gegebene бил он ein Marimum, wenn — 2 Вон 
x gefeßt wird, und ein Minimum, шепп man — 3 fegt 
Йан x; und bie Subftitution tiefer Werthe liefert + 44 
als größten, — 81 alb Heinften Werth der Sunftion. 

Während пип x bie Werthe 

— 20........ —2........ 4-3 ....... + oo 
durchläuft, nimmt cf, beziehlich ben Gang 

4 оо... +... 0 ...— ... 0 ... - - .... 40 
und nun erhellet, daß bie биш он geht, wie ев angeges 
ben ift. 


3) Welchen Gang nimmt die бил он Зх — 5x? +2, wäh: 


4) 


3) 


6) 


rend x von — oo big + oo wädft? 

Die Wunftion beginnt mit — oo, аф bis + 255, 
und nimmt darauf ab bið — oc. Hier ift alfo das rela: 
tive Marimum 2 zugleich abfolutes Marimum. 

Welchen Gang nimmt bie бил он 12x — 6x2 — 15х2, 
während x von — oo 018 + oo man? 

Die Funktion beginnt mit -+ oo, falt bis — 5*, fteiat 
darauf bis + 3% unb nimmt hierauf ab bie — oo. 


Welchen Gang nimmt bie Sunftion TY während x vow 
— оо 61$ + oo midi? 


Die Funktion beginnt mit 0, falit bis — —— 


2(y2 — 1) 
unb fällt hierauf bis 0. 


P 


1 
int darauf bis + —————— 
fteigt darauf ШЕЛЛИ 
Um zu finden, welchen Werth die Funktion für x = oc 
annimmt, fege man i ftatt x, multiplicire Zähler un D 


Nenner mit 22 und fege dann z=0. Зп dieſer 9006 
DÉI fid) häufig ber Werth einer Funktion für x = o 
erfennen. 

In der Geometrie, Mechanik u. f. w. werden oft größte орет 
Кепе Werthe gefordert. Darunter find abfolut größte oder 
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fleinfte Werthe verftanben, die nicht unendlich find. Unter 
unferen relativ größten oder Пешеп Werthen befinden fid) 
jevesmal die endlichen abfolut größten ober Неш ен Werthe, 
wenn folche beftehen, aber её ift nicht umgefehrt cin relativ 
größter ober fíeinfter Werth jedesmal zugleich abfoluter. Im 
folhen Fällen muß man fih daher befonderd überzeugen, ob 
ein gefundened relatives Marimum oder Minimum zugleich 
abfolutes ijt. Gewöhnlich entfcheidet fid) bie Frage fehr 
einfach, indem man ben geometrifchen u. f. w. Gegenftanb 
betrachtet, während bie veränderliche Größe, von ber er аб: 
hängt, alle ihre Werthe durchläuft; läßt diefe Betrachtung 
Zweifel übrig, fo muß mau den Gang der биш он unters 
fuchen. 

AlS Beifpiel werde der normale Cylinder beftimmt vom 
Inhalt a und ber Heinen Oberfläche. 

Der Radius der Grundebene fei x, bie Höhe y. Damı ift 

1) zx?y — a 
und bie Oberfläche brüdt fid) aus durch 
22x? + 2лху 

ober, wenn wir für zxy ben Werth aus 1) feben, Durch 


a 
Эх? -+ ZC 


Zieler Ausdruck fei, ba ber Faftor 2 gemeinfchaftlich ift, 
burd) 2f, bezeichnet. 

Betrachten wir ben Gegenftand zunächft rein analytifch, 
fo fommi её darauf an, zu entfcheiden, o6 und für welchen 
Werth von x bie Zunftion 

. a 
f, = пх? + x 


einen endlichen abfolut feinen Werth annebme. Es ift 


а 


021, — 2z 4 * 
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4 


х 


9 


хи 


6) 
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ben Werth — 2 von x geht 226, über in — 30. | Daher 
ijt bie gegebene Funktion ein Marimum, wenn — 2 ftatt 
x gefegt wird, und ein Minimum, wenn man — 3 fegt 
Йан x; unb bie Subftitution diefer Werthe liefert + 44 
als größten, — 81 als kleinſten Werth der Funktion. 

Während пип x bie Werthe 

--00........ —2........ + 3........ + oo 
durchläuft, nimmt of, beziehlich den Gang 

++ оо... Een 0 ... — ... 0 ... E .... {+ 
und nun erhellet, daß bie бил он geht, wie ed 010006 
ben ift. | | 
Welchen Gang nimmt die Sunftion 3x — 5x? +2, wif; 
rend x von — oo 018 + waͤchſt? 

Die бил он. beginnt mit — oo, wächſt bis + 25 
und nimmt darauf ab 618 — oo. Hier ift alfo das rel 
tive Marimum 225 zugleich abſolutes Marimum. 


Melchen Gang nimmt die “ил ол 12x — 6x2 — 15°, 
während x von — oo bis + oo то000 2 

Die Фин он beginnt mit + oo, falt big — 52, Mol 
barauf bis + 48 unb nimmt hierauf ab bis — oo. 


Melden Gang nimmt die Funktion u während x von 
— oo 018 + oo wan? 


1 
Die Хим ол beginnt mit O, fallt bi — — — —, 
ie $ 8 mit 0, fà 208 — 1) 


fteigt darauf bis + unb fällt hierauf bið 0 


Um zu finden, welchen Werth bie Funktion für x = 0 
annimmt, ſetze man ſtatt x, multiplicire Zähler und 


Nenner mit z? unb fee dann z — 0. In dieſer Weit 
läßt fid haufig ber Werth einer Яий ол für x =% 
erfennen. 

In ber Geometrie, Mechanik u. f. vo. werben oft größte 006 
(си Werthe gefordert. "Darunter find abfolut größte oder 
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fleinfte Werthe verftanben, bie nicht unendlich find. Unter 
unferen relativ größten oder Fleinften Werthen befinden fid) 
jedesmal bie endlichen abfolut größten ober Heinften Werthe, 
wenn folche befteben, aber её ift nicht umgekehrt cin relativ 
größter oder fíeinfter Werth jedesmal zugleich abfoluter. In 
folchen Fällen muß man fih daher befonderd überzeugen, ob 
ein gefundened relatives Marimum oder Minimum zugleich 
abfolutes ijt. Gewöhnlich entídjeibet fid) bie trage febr 
einfach, indem man ben geometrifchen u. f. w. Gegenftanb 
betrachtet, während bie veränderlicde Größe, von der er ab- 
hängt, alle ihre Werthe durchläuft; lat diefe Betrachtung 
Zweifel übrig, fo muß man den Gang der Funktion unters 
fuchen. 

Als Beifpiel werde ber normale Cylinder бейітті vom 
Inhalt a und ber Fleinften Oberfläche. 

Der Radius der Grunbebene fei x, die Höhe у. Dann ift 

1) zx?y — a 
und die Oberfläche brüdt fid) aus durch 
Anx? -+ 2лху 

oder, wenn wir für zxy ben Werth анд 1) fepen, durch 


a 
2лх? -+ 2-8 


Diefer Ausdruck fei, ba ber Waftot 2 gemeinfchaftlich ift, 
durch 2f, bezeichnet. 

Betrachten wir den Gegenftand zunächft rein analytifch, 
fo kommt еб darauf ап, zu entfcheiden, 09 und für welchen 
Werth von x die Funktion 


. а 
fx == mX? 4 x 
einen endlichen abfolut Fleinften Werth annebme. Es ift 


a 
of, — RTX — == 


- 2a 
(2f, — 27 + xi 
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Aus 2zx — 2 == 0 
3 — 
folgt х= = 
Die zweite Ableitung ift für Melen Werth von x pofitiv, 
alfo die бил он. ein Minimum. — Während nun x bie 


Werthe von — oo 61$ negatio Unendlichklein durchläuft, dann 
реп Werth O annimmt und fteigt bið + oo, durchläuft bie 
Sunftion alle Werthe von + oo bið — co, fpringt dann, 
für x = 0, über in + oo, nimmt ab bé auf ihr Mini- 
mum unb fteigt darauf Më + oo. Bei diefer Betrachtung 
ift das Minimum fein abfolutes, denn bie Funktion durch⸗ 
läuft bei den negativen Werthen von x aud) alle Werthe, 
welche Fleiner find ald dad Minimum. 

Gehen wir aber auf bie geometrifche Aufgabe zurüd, fo 
fommen allein bie рой Ноён SBertfe von x in Betracht, und 
während x von 0 big + oo anmwächlt, durchläuft bie Sunt: 
tion е8 abnehmend alle Werthe von + oo bis zu ihrem 
Minimum, und von ba ab fortdunernd zunehmend alle 
Werthe 618 + ©. Das Minimum ift alfo in Bezug auf 
bie Aufgabe ein abfolutes, und der durch jenen Werth von 
x beftimmte Cylinder бай unter allen vom Inhalt a bie 
kleinſte Oberfläche. 

Nur der Eareren Einficht wegen ift die Funktion betrad- 
tet worden, auch während x bie negativen Werthe durch⸗ 
lauft. Die geometrifche Aufgabe erfordert bie Betrachtung, 
der Funktion bloß während x von 0 big -- oo anwächſt — 

. Sn aller Kürze und am einfachften fommt man zum Ziel ш 
wenn man ben Cylinder verfolgt, während der Radius == 
von unendlich flein zunimmt bið unendlich groß. 


7) Ein Gefäß in ber Form eines rechtwinfeligen Parallele 
pipebums, oben offen, foll ben Inhalt a und bie Höhe ME 
erhalten; man fol bie Abmeffungen x und y ber бїс». 
ebene fo beftimmen, daß die Oberfläche des Gefaͤßes oe" 
kleinſten ausfale. 





6. 296. Gang t. Sunftionen u. größte n. f(einfte Berthe. 921 


Die Oberflache des Gefäßes ift, 
1) xy + 2xh + 2yh. 
Diefe Funktion enthält nicht bie Bedingung, daß ber Inhalt 
des Gefäßes а fein fol. Wir nehmen daher bie Gleichung 
zu Hilfe 
2) хуһ =a 


und eliminiven den VBeränderlichen y. Dadurch л 

a а 

y +20 + 2— 
eine бил он, welche bie Oberfläche unter ber Bedingung 
ausbrüdt, daß der Inhalt a fei, und welche nur ben einen 


UÜrveränderlichen x enthält. Wir bezeichnen diefe Funktion 
durch fx; unb еб folgt 


=, 
X 
Aus 2h — = —0 
ergiebt fid x= e 


oder, wenn wir für x den Werth {ереп, 


Die 
у= ү i 
88 ift alfo x — y. 

Die Oberfläche eines Gefäßes von ber Form eines rechte 
winfeligen SBaralfelepipebumó, welches oben offen fein, ben 
Inhalt a und die Höhe herhalten. foll, wird demnach am 
Heinften, wenn man gur Grundebene ein Quadrat nimmt; 
und еб erhält bem Inhalt a, wenn bie Seite dieſes Quas 


drats gleich V4 genommen wird. 


Daß die Oberfläche für x — y — үз am kleinſten auss 


fale, giebt fid) bei ber Betrachtung des Körper fund. 
Wolff's Anal, u. Differ, 31е Aufl. 
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Die zweite Ableitung 022, ift übrigens 
da 


x? 
, a а 
unb aus 0f, — 0 ergiebt fih x = V unb x = — үз. 


Bei umferer ftereometrifchen Aufgabe ift nur ber erfte von 
diefen Werthen zuläffig, und für ihn wird 9225, pofitiv, 
alfo f, ein Minimum. — Wäre die analytifche Aufgabe 
geftellt gewefen, die größten und ffeinfter Werthe ber oberen 
Funktion fx zu ermitteln, fo hätte der zweite Werth von x, 


пи) — V 2, eben fo wohl beachtet werden müffen, 


unb für ihn wird O?f, negativ, alfo fx ein Marimum. 
Ehen fo wird diefer zweite Werth zu beachten fein bei irgend 
einer andern fpezielen Aufgabe, bie negative Werthe von х 
geftattet, und bie auf ble eben erwähnte analytifche Auf 
gabe führt. 


8) Gin Gefüß von der Geftalt eines rechtwinfeligen Paralele- 
pipedums, und oben offen, fol den Inhalt a erhalten; man 
foll die Abmefjungen defjelben angeben, fo, daß bie Ober: 
fläche des Gefäßes am kleinſten ausfale. 


Bei einer gegebenen Höhe h muß nad) 7) zur Grund: 
ebene des Gefäßes ein Quadrat genommen werben, Damit 
bie Oberfläche am Fleinften ausfale. Daher muß auch bei 
der im gegenwärtigen Fal zu beftimmenben Höhe y bie 
Grunbebene ein Quadrat fein. Die Seite ber Grundebene 
fei durch x bezeichnet. Die Oberfläche brüdt fid) alsdann 
aus durch 


x? + 4ху 
und e8 i[t 
x?y — a. 
Hieraus folgt 


x? 
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9) 


unb wenn wir diefen Werth oben fubftituiren, entjteht für. 
die Oberfläche bie Funktion 


2 2 
x? +4 x 
welche f. bezeichnen mag. 
Run ift M, == 9х —4- 


Aus х — 45 — 0 
X 
з 
folgt x — y2a. 
(56 ift nad) 1) 
a 
y — ua 
oder wenn wir für x den Werth feen, ‚ 
у= ууда 


Ein Gefäß von ber Geftalt eines rechtwinfeligen Baralleles 
pipebumó, unb oben offen, Dat aljo bie geringfte Oberfläche, 
wenn feine Grunbebene ein Quadrat, und feine Höhe gleich 
ber Hälfte von der Ceite diefed Duadrates ift. Und ijt bie 


3 

Seite der Grunbebene gleich Via, fo ift a ber Inhalt des 
Gefäßes. 
Die Oberfläche eines Gefäßes, welches die Geftalt eines 
rechtwinfeligen Parallelepipedumd hat, unb oben offen ift, 
fol b fein; wie müflen bie Abmeſſungen deſſelben genom- 
men werden, damit der Inhalt am größten ausfalle? 

Bezeihnen x unb y bie Abmefjungen der rundebene, 


und ift Z bie Höhe, fo ift x= у -үз und 2 = yy 


zu nehmen. Die Refultate ergeben fih durch Unterfuchuns 


gen, Ähnlich denen in 7) unb 8), oder auch unmittelbar 

aus 8); denn Hat das Gefäß bei einem gegebenen Inhalt 

a bie Fleinfte Oberfläche, fo hat её bei tiefer Oberfläche ben 

größten ` Inhalt. Die Abmeffungen des Gefäßes, welches 

bei der Oberfläche b den größten Inhalt hat, ftehen daher 
21 * 


Y 
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in bemfelben DVerhältniß zu einander, in welchem bie 915; 
meflungen des Gefäßes ftehen, welches bie fleinfte Obers 
fläche fat bei bem Inhalt а; und анд bem PVerhältnig ber 
Abmeffungen ergeben fih leicht bie Werthe von x, y, 2 
Ein rechtwinfeliged Parallelepipedum foll ben Inhalt a haben, 
wie find feine Abmeffungen zu nehmen, damit feine Obers 
fläche am Eleinften werde? 

Es muß bie Geftalt eines Wuͤrfels erhalten. 

Gin Gefäß von der Worm eines normalen Cylinders, und 
oben offen, {00 den Inhalt a erhalten, ber Boden fol bie 
Stärfe b haben, die Wand bie Stärfe c; wie müffen bie 
9(6meffungen genommen werben, damit das wenigfte Mater 
tial zu dem Gefäß erforderlich fei? 

Der Halbmeffer von den Orundebenen des innern Воб; 
[еп Raumes fei x, bie Höhe 069 hohlen Raumes fei y. 218» 
dann ift 

1) zx?y =a 
und das Volumen des Materiald brüdt fih aus 
2) ax + с)2(у + b) — a. 
Aus 1) werde y entwidelt, unb der Werth, welcher fid er 
giebt, in 2) fubftituirt; dadurch ёл ер für das Bolumen 
des Materials bie Funftion 


z(x + 9425 + b)— a 
welche f. bezeichnen möge. Durch eine leichte Reduction et 


giebt fid) 


fı = er) о)? + bz + c)? — a. 


Hieraus folgt. 
Ж. — 2ax?(c + x) — 2ax(c + x)? 


xt 


— -9ЭС + хо x)c 


+ 2bz(c + x) 


-+ 2bz(c 4 x) 
ШТ” — ас) (с + x) 


x3 
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12 


ah 


Aus ofx = 0 


8 


ас 
(Der andere Werth х = — с ift im vorliegenden бай nicht 


brauchbar.) 
a 
Aus 1) ift y = See? 
und wenn wir ай x ben Werth fegen, ен ер 
8 


b 1/ac 
у= ү ъ= 
Es verhält fid) alfo х:у = c:b. 
Gin normaler Kegel fol den Inhalt a erhalten, wie find 
feine Abmefjungen zu nehmen, damit feine Oberfläche am 
kleinſten ausfale. 
Der Radius der Girunbebene fel x, Ме Höhe y. 916; 
bann ift 
1) izx?y =a 
unb bie Oberfläche brüdt fid) aus burd) 
2) zx? + axyx? + y?. 
Aus 1) folgt 
3a 
3) у= xd 
Diefen Werth fubftituire man in 2); das Tiefert für die 
Oberfläche die бил он 


zx? + лх}/ ха. DEL 





obet zx? +- lys -+ 9a? 
welche fx bezeichnen mag. (66 ift 
of, — mt. 2 30хїл3 T -- да2 


x yep бай к 
2zx? Vz?x* + 9a? + 272x9 — 9а? 
x?yz?x9 + 9а2 | 
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Aus of, == 0 
folgt 
2лх3үл2х5 + 9a? = 9а2 — 2z?x* 
ober quadrirt 
Artx!2 4 36a27?x° -:8145--36а2л2х5-145 х! 


Sm? x9 — 942 


EN JIa 
und hieraus х = V=- yi =, 


Subftituiren wir diefen Werth von x in n 3) fo entfteht 
8 


== ЛЕЗ 
H? 
(88 verhält fid) demnach 
х:у = 1:2y2. 

Etwas bequemer [oft fid) diefe Aufgabe, wenn man b 
Abmeffungen 069 normalen Kegels fucht, welcher bei b 
gegebenen Oberfläche b den größten Inhalt darbietet. 

Denn bezeichnet wieder x реп Radius der Grunbeben 
y bie Höhe, fo ift 

1) zx? + zxyx? + y? =b 
unb der Inhalt wird ausgedrüdt durch 


2) izx?y. 

Aus 1) folgt E» 
a 0 
у= у (у) —= 

b? — 2bazx? 

oder 3) y = — dee 


und fegt man biefem Werth in 2) ftatt y, fo ergiebt fi 
für den Inhalt bie Funftion 
jxyb? — 2bzx? 
oder lyb(bx? — 2zx*). 
Der legte Ausdruck gewinnt offenbar feinen größten Wert 
wenn ber Ausdrud 
bx? — 2zx* 
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13 


х” 


feinen größten Werth hat. Es ift 
e(bx? — 2zx*) = 2bx — 8zx?. 
Aus 2bx — 8zx? — 0 


Mb. iy» 
folgt х-ү2-1 E 


Zieler Werth von x werde in 3) fubftituirt; das liefert 


= 
у = | =. 


Und еб verhält fih wie oben 

х:у----4:ү2 = 1:2ү2. 
(8 ift ein Kreis gegeben und ein Winfel a; man {00 ben 
Winfel аа Peripheriewinfel in den Kreis tragen, fo, daß 
bie Summe der Sehnen, welche von den Schenfeln abge: 
fhnitten werden, ein Größtes ober ein Kleinftes fei. 

Der Radius des Kretfes fei г. Bon der Spike des 
Peripheriewinfeld a werde ein Durchmefler gezogen, und 
angenommen, ber ‘PBeripheriewinfel habe eine folde Lage, 
daß der Durchmefler innerhalb feiner Winfelebene falle. Der 
Winkel, welchen ber Durchmeffer mit dem einen Schenfel 
bildet, fei x, alddann ijt ber Winfel, welchen ber Durchmeſ⸗ 
fer mit dem anderen Schenkel bildet, а — x, die Sehne auf 
bem erſten Schenfel drüdt fid) aus duch 2rCosx, bie vom 
anderen durch 2rCos(a —x) unb die Summe der Sehnen ift 

2r[Cosx + Cos(a — х)]. 
Diefe Funktion fat ihren größten oder kleinſten Werth, wenn 
ber Faktor Cosx -+ Cos(a —x) feinen größten oder flein- 
Den Werth hat. '@8 fei Cosx + Cos(a — x) burdj f. 
bezeichnet. Dann ift 
0f, == — Sinx + Sin (a — x) 


dät = — Cos x — Cos(a — x). 
Aus of, — 0 
folgt Sin(a — x) = Sinx 
alfo а—х =X 
a 
x=. 


2 
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бїс x = > ift 022, negativ, alfo bie биш он fx und 


mit ihr die Summe der Sehnen ein Marimum. 
(88 ift ein Kreis gegeben und ein Winfel a; man foll ben 
Winkel a als Peripheriewinfel in den Kreis tragen, fo, daß 
das Produkt der Sehnen, welche von ben Echenfeln abges 
Schnitten werden, ein Größtes ober Kleinftes fei. 

Der Radius deg Kreifes fei г. Don ber Өрї е 068 
Peripheriewinfeld a werde wie іп ber vorigen Nummer ein 
Durchmefler gezogen, welcher mit dem einen Schenfel ben 
MWinfel x, mit dem anderen den Winkel a — x bilde Das 
Broduft der Sehnen drüdt fid) alsdann aus durch 

Ar? Cosx Cos(a — x) 


= ár?f,. 
68 ift А 
ef, = CosxSin(a — х) — Sinx Соз(а — х) 
== Sin(a — 2x) 
225, = — 2Cos(a — 2x). 
Aus Sin(a — 2х) = 0 
folgt a—2x = 0 
а 
шинийг 


unb ba für biefen Werth 225, negatio ausfällt, fo ift f; 
und mit f, dad SBrobuft ber Sehnen ein Marimum. 

(88 ift ein Kreis gegeben und ein Winfel a; man fol den 
Winkel a al8 Peripheriewinfel in ben Kreis tragen, fo, daß 
ber innerhalb der Winfelebene von a liegende Theil des 
Kreifes ein Größtes ober Kleinſtes werde. 

Der Halbmefler des Kreifes fei r. Aus ber Spitze des 
Beripheriewinfeld a werde ein Durchmefler gezogen, und ап; 
genommen, er bilde mit bem einen Schenfel ben Winkel x, 
mit bem andern ben Winfel a — x. Nach den nicht zus 
fammenftoßenden Endpunften der Sehnen ziehe man Radien. 
Der Winkel, welchen diefe bilden, ift 2a. Der Theil des 
Kreifes, welcher innerhalb der Winfelebene von a liegt, ers 


-— 
— 


ſcheint jetzt zerlegt in einen Kreisausſchnitt, defen Mitte 


6. 296. Gang d. Funktionen n. größte u. Tíeinfe Werthe. 329 


16) 


punktswinkel 2a ift, und in zwei Dreiede. Unter a Bogens 
таар für den Halbmeffer 1 verftanden (wie hier jedesmal), 
ift der Inhalt des Kreisausfchnittd gleich r*a; bie Inhalte der 
beiden Dreiede find r2SinxCosx und r?Sin(a—x)Cos(a—x). 
Der Inhalt еб erwähnten Theile vom Kreife ift babet 
r?(a + SinxCosx + Sin(a — х)Соз(а — x)] 
= jr?[2a + Sin2x + Sin(2a — Ze 
= jir?f,. 
@ ift 
of, — . 2Cos2x — 2Cos(2a — 2x) 
д?{„ = — ASin2x — 4Sin (2a — 2x). 


Aus 
ef; = 0 
folgt 
Сов 2х = Cos(2a — 2x) 
х==а—х 
а 
x == EN 


Die vier Seiten eines Vierecks follen a, b, c, d fein, wie 
müffen bie Winkel des Vierecks genommen werben, damit 
der Inhalt am größten ausfale? 

Der Winkel, welchen die Seiten a und b bilden, fei x, 
ber x gegenüberliegende, alfo von c unb d gebilvete Wins 
fel fei y; der Inhalt des Vierecks brüdt fid) alébann aus 
durch 1 | 

1) $abSinx + 4cdSiny 
und es find bie Werthe von x unb y zu ermitteln, für 
welche diefe Funktion ein Marimum if. Um ben einen 
Beränderlichen zu befeitigen, {ереп wir bie Gleichung an 
a? -+ b? — 2ab Cosx = c? + d? — 2cdCosy. 
Aus ihr folgt 

2) 2cdCosy = c? + d? — a? — b? + 2ab Cosx 

und hieraus 


Siny= zc Viet — (err de —а2 — b? -+ 2ab Cosx)?. 
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Diefen Werth fubftituiren wir in 1) und erhalten für ben 

Inhalt 

+ [ab Sinx + JV4c?d? —(c? --d?— a? — b? -]-2abCos x)?] 
= jf. 

Nun ift 

^£, == abCosx + ab(c? + d? — a? — b? + 2abCosx)Sinx 

V4c?d? —(c? -- d2—a2—b2-1-2abCos x)? 

und bei bem Biere, welches ben größten Inhalt Dat, ift 

diefer Ausdruck Nul. Eubftituiren wir анд 2) den Werth 

ооп c? + d2? — a? — b? + 2abCosx, fo entítebt 

ab-2cdCosy-Sinx 








ab Cosx 4 . ——— m 
Ү4с2а2 — 4c?d? Cos y? 
| Соку 5и к) 2 
oder sb(Cosx + smy J^ 0 
ober ab (Cosx Sin y + Cos y Sinx) —0 
Siny 

baber ift CosxSiny + Cosy Sinx = 0 
b. 5. Sin(x + y) = 0 
alfo x+y = 180°. 


Und hieraus erhellet, bag das größte Biere von allen, 
weiche bie Eeiten a, b, c, d haben, dasjenige ift, welches 
in einem Kreife liegt. 
Andere Entwidelung Man fege 
a) fx = jabSinx + 4cd Siny 
indem man y ald бил ол von x betrachtet, implicit gege- 
ben durch bie Gleichung 
В) a? + b? — 2abCosx — c? — d? + 2cdCosy = 0. 
Aus B) folgt, nad) x differenzirend, 
— 2ed Siny ду, + 2abSinx = 0 


abSinx 
oder y) дух = cdSiny 
aus а) d = JabCosx + 4с4Сову ду, 


ober, den Werth nad) y) febenb, 
Sin(x + y) 
ef, = tab ==, 
fs = {аЬ Sin y 
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Diefe Ableitung gei Null gefegt liefert wie zuvor 
Sin(x + y) = 0. 


Man denfe einen Kreis und eine unendliche gerade Linie PQ. 
Der Radius des Kreifes fei r, die Entfernung feines Mit- 
tefpunfteà von ber geraden Linie PQ fei a. Man denfe 
eine zweite gerade Linie CD, welche den Kreis in ben 
Punkten C und D fchneidet und mit der Linie PQ parallel 
it. Bon ben Bunften C unb D denfe man Normalen CP 
unb DQ auf PQ gefällt. Зп welcher Entfernung vom Mit- 
telpunft muß die Linie CD gedacht werden, damit dad Rechteck 
СРАР ein Marimum fei? 

Die Entfernung ЇЇ „Бүз ЕВ, unb ift a — r, fo 
gelten beide Vorzeichen, ift aber a г fo gilt nur —. 
Unter allen Kugelausfchnitten von bem Inhalt a denjenigen 
zu beftimmen, deffen Oberfläche ein Kleinſtes ift. 

Der Halbmeffer der Kugel fei x, bie Höhe des Kugel- 
ausfchnittd y; alsdann ift 

1) $7x?y =a 
und bie Oberfläche des Kugelausſchnitts bro fid) aus 
durch 
2) Zeng + тхүдху — y? 
Aus 1) folgt 
| За 
3) y — zx] 
Diejer Werth werde in 2) fubftituirt; das liefert für bie 
Oberfläche den Ausdruck 
3a 3a да2 
x Tm mx Anm?xt 
oder 
ба + Ү12алх3 — 9a? 
2x 
welchen fx bezeichnen mag. 
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(56 ift nun 2 

4 2х-1-3балх2 12а + 2y12azx? — 9a? 

cf, LT ——————————— — ——————————— 
4х2ү12алх2 — 9а2 4x? 


__ 18azx?— 6ay12azx? — 9a? — 12azx? + 9a? 
2х2ү/12алхз — 9a? 


oder 
4) or, — 22, rx? + 3a — 2/1200 — аз 
2 x?y1 2azx? — Da? 
Aus 
of, = 0 
folgt 


27x? + За = 2y12azx? — 9a2 
oder, wenn man quabrirt, 
áz?x9 — 36anx? + 45a2 = 0 





9a 45a2 
б. — X3 — 
x z* + ei = 
unb hieraus 
8 
" V 9а 81a? Ada? 
хос 2л An? An? 
3 
— Vy?» 6а 
1 2x In 
3 
alfo 5) x— 1да 
27 
3 — 
unb 6 x— Và. 
дл 
Зи bem erften Werth erhält man aus 3) 
3 
11/3a 1 
0 у= | 55 
Zu bem zweiten Werthe von x 
8 
3a 
8) y = Ir = X. 
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Um zu ent(djeiben, ob die Oberfläche des Kugelausfchnitte 
für bie zufammengehörigen Werthe von x unb y ein Größtes 
oder ein Kleinfted fei, werde bie zweite Ableitung gebildet. 
Den Zähler in 4) 
2zx? + За — 2y12azx? — 9a? 
bezeichne man durch z; alébann ift 
x*Y 122733 9a? (бах? — 
V12azx? — 9a? 
x*(12azx? — 9a?) 
т.0(х2ү12алх3 — 9a?) 
— ХЧ1далх3--9аг) | 
Man bedarf biefer Ableitung nur für bie Werthe von х 
unter 5) unb 6). Für diefe Werthe von x wird wegen 
der Gleidjung 9f, = 0 der Ausdruck z zu Null, und mit 
ihm das Glied von AE, welches z enthält. Für bie Werthe 
ооп x unter 5) und 6) ift babet 


= 





хгүТбалх3--Өа (бах? - Өс 
D An V12azx? — 9a? 
х0 x*(12azx? — 9а?) 
о ViZazxi— ai — 6a 
=3л. 4лхз — За 


8 
unb, wenn man hierin ftatt x ben Bay 15° fegt, entfteht 


8 
4 3" fegt man dagegen für x ben got 25, fo entfteht 


— 37. Für ben erften Werth von x unb ben dazu gehö- 
renden von у ЇЇ demnach bie Oberfläche des Kugelaus- 
ſchnitts ein Minimum, für bie zweiten zufammengehörenden 
MWerthe dagegen ein Marimum. Bei den erften zufammen- 
gehörigen Werthen verhält fid) 

х:у=5:1 
bei den zweiten х:у=1:1 
bei ben zweiten ift alfo ber Rugelausfchnitt eine Halbfugel. 
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Es ift ein normaler Kegel gegeben, ber Radius der Grundz 
ebene fei r, bie Höhe h; man foll aus bem Kegel den Cy- 
Unter vom größten Mantel, und ben von рег größten Ober- 
fläche ſchneiden. 

Der vom größten Mantel wird erhalten, wenn man feine 
Höhe gleih 4h nimmt, alsdann wird ber Radius feiner 
Grundebene jr. Der von der größten Oberfläche geht ber, 


vor, wenn man feine Höhe gleich ња 2 nimmt, ber 


Radius feiner Grundebene ift alóbann Ih LT 


Aus einer Kugel 1) ben Cylinder vom größten Inhalt, 
2) den vom größten Mantel, 3) den von der größten Ober- 
fläche zu ſchneiden. | 
Bezeichnet r ben Radius der Kugel, x den Radius von 
der Grundebene des Cylinders, y bie Höhe beffelben, fo ift 
1) x —ry$ gz 21ү} 
2) х==тү} у = ү} 
3) x= rV} + VE) у == WA VE, 
Die zweite Ableitung wird hier für beide Werthe von x 








T , . 5 5 
negatio, allein bie erfte wird nur für x —r L5 zu 
Null, wenn Vr? — x? pofitiv genommen wird, wie еб noth- 


wendig ijt. Für x ERE ue mug yr?— x? in bet 
Ableitung negatio genommen werden, um fie zu Nul zu 
machen, und das entfpricht nicht ber Aufgabe. 


Für welche Werthe von x wird bie би ди f, = b 


8 
+ Vax — x2)? ein Marimum oder ein Minimum? 





Es ift = or 


y2ax — x? 
4 Rax— x? + $(a — x)? 


unb 9? f, == з 3 
(дах — x?) Y(2ax — x2)? 
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Aus of, = 0 
folgt a—x-—0 
X — a. 


Für biefem Werth ift bie zweite Ableitung nefativ, alfo bie 
gegebene Funktion еіп Marimum. 
Die erfte Ableitung At erhält die Form оо, fowohl wenn 
x gleich 0, ald auch, wenn х gleich 2a gefet wird. 
Subftituiren wir in der Ableitung für x bie Werthe 
0 zr dx, fo entfteht 








das ift beziehlid — oo unb - oo. Diefelden Ausdrücke 

ergeben fih, wenn wir 2а dx fubftituiren. In beiden 

Fallen ift alfo 
| of,....— ою + 

in beiden Fällen daher bie Funftion еіп Minimum. 

Auf bem anderen Wege bie Entfeheidung zu treffen, ver- 
gleichen wir #0 +h) und f(0— h) mit f0, h unendlich 
flein angenommen. Es ijt aber 

f0 = b 


0 + b) — b + (2ah — h2)? 
oder, wenn wir den binomifchen Sag anwenden, 
2 - 
KO +h) — b + Qa)? - h? — (22h)? het... 
unb 


0 — h) — b + [2a(— h) — Һа] 


—b + (22)h? + 2 (даћу? "h2 --.... 

und её erhellet, daß , 
| f(0 + bh) > f0 

unb zugleich 

PO — h) > f0 

alfo bie gegebene Funktion ein Minimum ift für x — 0. 

Um zu entfcheiden, ob die gegebene бил он für x — 2a 

ein Größtes ober Kleinfted fei, muß f2a mit f(2a + h) 
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und f(2a — h) verglichen werden, während h unendlich Hein 
it. Es ift aber 


{2а — b 
Кда + h) — b + (+ аһ — h2)? 
—b + (2a) h4 F enen 
folglich 
f(2a + h) > f2a 


alfo bie gegebene Funktion aud) ein Minimum für x — 2а. 
22) 68 fei bie Funftion f; = c + Juge 58 gegeben; für 


welche Werthe von x nimmt fie einen größten ober Heinften 
Werth an? 


Es ijt 
of, = b. a—x 
a y2ax — x? 
und 02f, — — — dD 
(2ax — x?y2ax — x? 
Aus ef, = 0 
folgt а — х = () 
орет X — а. 


Für biejen Werth von x ift bie zweite Ableitung negativ 
ober pofitiv, je nachdem bie Wurzel in ihr pofitio ober nes 
gatio genommen wird. Die gegebene Funktion ift daher 
für х= а ein Minimum, wenn die Wurzel in ihre ben 
negativen Werth vorftellt, und ein Marimum, wenn bie 
Wurzel pofitio zu nehmen ift. 

Die erfte Ableitung 25 erhält bie Worm oo, foba х 
gleich O ober gleich 2a genommen wird. 

Cubftituiren wir 0 - dx фай x in ber Ableitung, с» 
entfteht 

b 
+ 2adx 





und 2a-r dx liefert 


VE Заах: 
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` Om erften Fal ift der Musdrud -+ oo für + dx, unb 
imaginair für — dx; im anderen ift der Ausdrud — oo für 
+ dx, imaginair für — dx. 06 findet daher fein größter 
ober fleinfter Werth Statt, fondern ein llebergang aus bem 
Reellen ind Imaginaire. | 

Auf bem anderen Wege zu verfahren, vergleichen wir fO 
mit f(0 + h), und Ға mit f(2a + h), unter h unendlich 
Kleines verftanden. Es ift l 

fl =c 


f(02-h) =c + Zuse ==с + Dach) hj 
b 
=¢ + Р | eat. (h)? — ., «| 


Уо] 


Es ift alfo #0 — h) imaginair. fO fann daher mit bem 
nächften Werthe #0 — h) nicht verglichen werden, unb ЇЇ 
deshalb weder ein Größtes noch ein Kleinſtes. Eben fo 
findet fid), daß f2a feine Vergleihung mit f(2a + h) ge 
Ване. Die Werthe fO und Ға find Grängwerthe, infofern 
bie бил он für Werthe von x, welche Kleiner find als 0, 
- oder größer ald 2a, imaginair ift. 
23) Eine Zahl a in drei Theile zu theilen, fo, daß deren Pros 
‚ Duft ein Größtes fei. 
Seder ber Theile ift ja. | 
- Zwei ber Theile fein x unb y, dann ift ber dritte 
a — x — у; unb еб foll 
` Бу == ху(а — x — у) 
ein Größte fein. (66 ift 
0f, = ay — 2xy — y? 
of, = ax — x? — ER 
11у = а — 2x —2y 
д2{„ = — 2y 


d 2f, == — x. 
Wolff's Anal. п. Differ. Ste Aufl. 288 
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Aus 9f, — 0 unb 25-40 giebt fid) x = da, y= ја 
Für biefe Werthe von x unb y ift 
(0f, A9 — 226,926, < 0 
und Ме zweiten Ableitungen find negativ. Rad $. 292 ijt 
alfo die бал он ein Marimum für x = y = ja. 
24) Eine Zahl a in drei Theile x, y, z zu theilen, fo daß bit 
Summe nx? + py? + qz? ein SKleinftes fei. 
~ Pga _ nga ^ ^—— 
Die Theile ſind пр + nq + pq' np + nq pg 
npa 
np ng J- pq. 
Wahrfcheinlidhfeitsrehnung. (Bortfehung.) 
Methode ber Пешеп Ouabrate, Wnbeutung. * 


25) Das Maaf x einer Größe für irgend eine Einheit zu er 
mitteln, find Meffungen, Berfuche angeftellt worden, und 
burd) n Meffungen, Berfuche hat man für x die Werthe 
а, b, c, d, .... erhalten. Diefe Werthe find ungleich, weil 
bei jedem einzelnen Verſuch ein durch verſchiedene Urſachen 
herbeigeführter, nicht zu vermeidender Fehler Statt findet, 
unb dieſer Fehler Bat im Allgemeinen bei jedem einzelnen 
SRerjud) einen befonderen Werth ans befonderen Urſachen. 
Welches ift nun ber Werth y, welcher jenen Werthen a, b, 
с, d,.... am meiften, nächften entfpricht? 

Gs і y-ttbber d + .... 


Es ift у größer als ber fleinfte unb Fleiner als ber groͤßeſte 
der Werthe a, b,.... Die Differenzen y—a, y—b,... 
find alfo theils pofitio, theild negatio. Und e8 ift y ders 
jenige Werth, für welchen | 

(у — а) -- (у — 0) -- (у — ©) + =D += 
ift. Hieraus folgt aber 

ny =a +b +e +d... 
alfo für y ber angegebene Werth. 
Andere Herleitung. Die Quadrate ber gedachten Ф 
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тецеп find ſaͤmmtlich pofitiv. Daher ift y der Werth, für 
welchen 

(y — a)? + (у — b? + (у — с)? Hy—d? +... 
ein Minimum ift, alfo bie Ableitung biefer Summe nad) y 
gleich Null. Das liefert 

2(у—а) + 2(y—b) + 2(у—с) 4- 2(y—4) +... = 0 
alfo wiederum 

ny=a+b+c+d+.... 
Der Werth atbtetd+. * dT heißt das arithme- 


tifche Mittel, der mittlere Werth zu den Werthen a, b, c, .... 
(88 fann fih febr wohl fügen, daß einer ber Werthe a, 
b, c,.... bem wahren 9Bertfe x näher liegt, al8 ber mitt; 
lere Werth; dies wird 3. B. {боп eintreten, wenn bie {атш 
lichen Werthe a, b, c,.... zu groß, oder zu flein find. 
Eine Länge fei wiederholt in einerlei Weife gemeffen und 
es habe (id) ber mittlere Werth y ergeben. Wird Diefelbe 
Länge in derfelben Weiſe neuerdings gemeffet, fo ift anzu- 
nehmen, 69 werde fid) derfelbe oder nahe berfefbe mittlere 
Werth finden. Wird biefefbe Länge in anderer 206 ё vers 
mittelft anderer Inftrumente, Methoden gemeffen, fo fann 
ber јеріде mittlere Werth z mit jenem y übereinftimmen, oder 
fid) weniger oder mehr von ihm unterfeheiden; и. f. w. Sm 
legtern бай fann man ben mittleren Werth der mittleren 
MWerthe nehmen; oder man wird, und felbft {фоп bei eine — . 
Reihe von Meffungen in einerlei Weife, eine Kritif eintre- 
ten laffen, um zu entfcheiven, welche Meffungsmethode ober 
welche einzelne Meſſung das meifte Vertrauen verdiene unb 
реп -wahren Werth x am genaueften liefere. Die Rechnung 
‚ Хапи nicht gut machen, was mangelhafte Methoden verdor- 
| ben haben, oder Unachtfamfeit. 

26) Von mehreren gleichen Vorrichtungen arbeitet die eine mit 
bem Nutz-Effekt a, die zweite mit bem Nutz-Effekt b, bie 
dritte mit dem Nug-Effeft c u. f. f.; welchen Nutz-⸗Effekt 
fann man fid) von einer folchen Vorrichtung im Allgemei- 
nen verfprechen ? 





22* 
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27) 
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Den mittleren von jenen a, b, c...., etwas mehr ob 

weniger. 
Es fei 
q = a + bx? + су? + dz” -- .... 
Die Зай! q fei das Ergebniß eined 9Berfudjeó; a, b, 
d, .... feien befannte, dieſem bejonberen Verſuche zugehörig 
X, y, Z, .... unbekannte conftante, unter fid) in feinem Э! 
fammenhang ftehende Werthe, а, B, y, .... befannte coi 
ftante Grponenten. Einem zweiten, dritten u. f. w. Berfu 
entfprechend (ei 

а =a + b'x^ + су? + 027 +... 

q” = a" + b"x* + c"y? + dreit 


Wie finden fid bie Werthe von x, у, Z, .... weldje di 
Refultaten q, ч, q" .... am meiften entfprechen. 

(8 feien v, у, v", .... bie an fid) politiven oder negat 
ven unbefannten Werthe, welche, wegen des bei jedem Be 
fuche obwaltenden Fehlers, beziehlich zu 4, q', q”, .... abbi 
werben müffen, aljo q +v, +v .... bie wahren, . fel 
lerfreien Reſultate ber SBerfudje. ` 

Dann ift | 

v ——q +a --bx* Leef 4 л? +... 

v —— g +. + х“ + су? -- dz” T... 

y! ==— q” +a” + b"x* Leef + d'z” +... 
Sollen nun, wie ed gefordert ift, bie Unbefannten x, y, 
dergeftalt beftimmt werden, daß fie am meiften, fo viel al 
möglich, ben nicht verbefjerten 2 ен еп 4, 4, q”, .... en 
iprechen, fo wähle man fie dergeftalt, daß fie Ме Sumu 
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ber Quadrate ber Fehler, námlid v? + v2 + v2 +... 
zu einem Minimum machen. — Wenn man rechtd quabrirt 
unb abbirt, entfteht eine бишиИ ол F von x, y, 2, ....; unb 
ba bie Unbefannten x, y, z .... in feinem Zufammenhang 
ftehen, werden fie beftimmt durch Ме Gleichungen 

oF, = 0 

oF, = 0 
. oF, = 0 u. f. w. 
deren Anzahl gleich ift ber der Unbekannten. 


Es ergeben fid) bei diefem Verfahren nicht die wahren 
Werthe von х, y, Z, ...., fondern bie, welche den Reſulta⸗ 
ten q, 9, 9", .... fo viel ald möglich entfprechen; und её 
find fo viel al8 möglich bie unbekannten Weber v, у’, v", .... 
auf tie Unbekannten x, y, 2.... geworfen (ble Urfachen 
ber Fehler auf bie Urfachen ber linbefanntem). Dies ift 
fein Mangel der Methode, fonbern im Gegentheil für prat 
tifche Anwendungen ein Vortheil. Denn еб feien 4, B. bei 
verschiedenen Mafchinen einerlei Gattung Verfuche und Bez 
rechnung wie oben angeftellt, während x, y, z .... etwa 
Reibungs-Eoefficienten u. f. vo. vorftellen; fo dürfte bei einer 
neuen Mafchine berfelben Gattung dad Refultat q der Bes 
rechnung, wobei bie gefundenen Werthe ber llnbefannten x, 
у, 2.... zu Grunde gelegt wurden, um fo genauer mit bem 
Verſuche übereinftimmen, ald jene Unbekannten den Refultas 
ten gemäß beftimmt wurden, und außerdem den Fehler v fo 
viel als möglich tragen; ein llmftanb, ber die Methode 
fehe (088бас maht. Nur muß man fid) hüten bie Werthe 
für x, y, Z, .... bei der Berechnung von Mafchinen ап; 
derer Gattung zu gebrauchen, weil bei bieden der Fehler v 
andere Urfachen fat und in anderen Verhältniffen zu х, y, 


Z, 2... ſteht. 





342 Beſtimmung von Werthen unter ter Form 0,241. 6, 297. 


Zwölftes Kapitel. 


Beftimmung von Werthen unfer der Form = и, f. 0, 
$. 297. 


Aufgabe. Es fei ғ. = 2 unb für ben beſonderen Werth 


a von x gebe ſowohl f, als dx in Rul über, man fol ben 
Werth von F, beftimmen. 

Auflöfung. Nah dem Taylorfchen Сабе hat man, wenn 
zunächft јере Ableitung nad) x genommen, bann aber a фон x 
geſetzt wird, 

fa + fah + et A 
Раф рр, 
Фф + 99h + Mt. 


Nach ber Borausfesung ift f, — O unb ф, — 0. Wenn man 
baher durch h hebt, und bann h gleih Nul (egt, fo folgt 


of, 
F, = 24.7 
Cofften aud) cf, und 2, Null fein, fo würden bie beiden ers 
ften Glieder be8 Zählerd unb deg Nennerd in der oberen бий 
widelung verfdyminben, und wenn man dann mit h? ‚hebt, und 
darauf h gleich Null fegt, entftebt 
22, 
— 92,4. 
u. f. 10. Und überhaupt erhellet jet, bag, wenn би den befonbe: 
ten Werth a von x bie fammtlichen Funktionen fx, 25, of, . 
08-11, unb dr, дфх, 22фх, .... 2°-1ф, in Null übergehen, aber 
nicht auch јере ber Zunftionen Ont unb AA, zu Nul wird 
dann 
| от, 


Е, LI TN ift. 
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Beifpiele 
2 — 

1) VII. geht für х= 1 їп © über. Es ift aber 
9(x? — 5x + 4) = 2x — 5, unb 0(х2 -- x —2) — 2x +1. 
ИРГ 2X — 5 — 

Daher ijt für x — 1 jener Bruch gleich — *— 1. 

Zion für x — 1. 

x? — a?x — ax? | a? 
х —a 


2) 





--0 für X — а, 


3) 


Sinx 


4) -— = 1 für х — 0. 


x — Sinx 


5) 13754 für x — 0. 





6. 298. 


Aufgabe Es fei F ==, und für ben befonderen 


Werth а von x nehme fowohl f, ald ф, bie Form oo ап; man 
fol den Werth von P, beftimmen. 


Auflöfung 3f f, =ош фо, fo it = 0 


und 1- 0, unb e8 ift nach bem vorigen Paragraph 




















Pa 
1 of, 
£o fe? 
1 "ée 
Pa Pa? 
pa _ dfa Qa? 
der „дф. Lë 
f. of, 
0b 28 -22218 
er "nom 
of, 
b. b. F,= 29, . 
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Wäre 25, — oo und pa — oo, fo hätte man nad) bem eben 
Erhaltenen 











of, — A 

Oé, — 026, 

, 02f, 

alfo aud) F, — 22% 


u. f. m. 
| Inx . , 
Со folgt 4. B. = 0 fr x =æ. Dem eð fei 
lnx = fx, X = ф, [o ift zunächſt fz — oo unb d, — oo für 
1 of, . 
x= оо. Aber е6 ift ef, = —, дфх — 1 alío офа "H für 
х = 00. 
6. 299. 


Die SBeftimmung von Werthen, welche unter ber Form 
О.оо, оо — oo и. {. m. erfcheinen, läßt fih auf bie vorangegans 
genen Paragraphen zurüdführen, wie ein paar Beifpiele zeigen: 

(8 fei xInx für x —O zu beftimmen. 66 ift 





Ind = — oo; daher nimmt bie vorgelegte Bunktion für x = 0 
bie Form — оо. 0 an. Man fepe aber Inx = fz, x = 2, 
alfo dx = 4, unb es ijt 

xlnx == = 
während 1681 f, unb dx für x — 0 offenbar unenblid) werden- 

; 1 1 

Nun ift of, = — und дф, — — xi! alfo 

df 

0j. 7 


welches O ift fir x — 0, alfo ift xlnx = 0 für x = 0. 
(66 fei xPe-* zu beftimmen für x = oo. Die оотдее lll 
р | 
бил он ift gleich E unb nimmt bie Form 2 {йс x = оо а= 
Oft nun f, = x?, px = ех, fo ift dfx = px?—! unb 24, = е 
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unb 2°, = pl, und dn, = ех, alfo folgt, bie gegebene Sunt; 


| 
Ноп ift, für x — оо, gleich I, unb das giebt O. 


1 1 . 
(8 fei TI: dz beftimmen für ben Werth 1 
von x. Der vorgelegte Ausdrud geht für x —1 in oo— оо 
über. Wenn man aber auf gleiche Benennung bringt, entfteht — 
Ili unb dies ift 4 für x — 1, wie fid) findet, entweder in- 
bem man hebt, oder durch Anwendung des 8. 297. 


$. 300. 


Den Werth 00 zu beftimmen, wenn er aus f, ox hervor⸗ 
geht, ſetze man 














x = f, e - 
unb еб folgt ln Yz = фх1пЁ, 
alfo ` Ux — Ф.1ай: 
" | Inf, 
t. PI 
unb ermittele den Werth des Quotienten kee nod $. 297. 
| 20 
(8 ergiebt fid) dafür — * xS ‚und ber gefuchte Werth ift 
фх 24, 
afóbann e 5h96. 


unter x ben Werth verftanben, für welchen f, und dx einzeln in 
Null übergehen. 
Aehnlich ergiebt fih der Werh cf u. f. w. 


Go folgt 4. B. für х — 0 
х2 
x =e x == 0-х =e = 1 
l $. 301. | 
A Zuwellen ift еб vortheilhaft (zuweilen nothwendig), wenn 
x 0 


фу für х==а in -y übergeht, fofort a+h Datt x zu feßen, f 
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Zähler unb Nenner nad) PBotenzen von h zu entwideln, fo viel 
ed angeht mit h zu heben, und darauf Null zu {уеп (ан b, 


um den Werth von z zu erhalten. 
Segt man з. B. in $. 297 5) 0 +h für x, fo entfteht ` 


d (h— ss э) i m 


und 0168 if 1 für h = n 
Oder es fei | 
х 1 
х-1 јх 
zu berechnen für x — 1. Der vorgelegte Ausdruck ift gleich 
xnx— x +1 
. @—1Inx ` 
Man fege 1--1 Тай x, und еб entfteht 
(1 4- bb[h — 4h? -+ 4h? — ....] — h 
ЫЬ — 4h? 4- ....] 
unb biefer Ausdruck liefert, wenn man bie Klammern aufgelöft 
benft, mit h? hebt, unb h = 0 fegt, 4 ald Werth. des: oberen 
Ausdruds für x=1. . 


Dreizehntes Kapitel. 


— — 


Von den höheren Gleichungen. 


J. Von den Gleichungen im Allgemeinen. 


$. 302. 
Eine algebraifche Gleichung mit einem Unbefannten x heißt 
vom nten Grade, wenn fie auf bie Form 
xX a x?! -]- a,x"-? -]- a,x"-? -]- .... an ix HH аһ = 0 
. gebracht werben fann, unb geordnet, wenn fie auf diefe Form 
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gebracht ijt. Seder von ben Goefficienten а,, а„, a, +... a? е . 
irgend eine pofltive ober negative oder imaginaire Zahl vor, ober 
aud) Null. 

Sft a, gleich Эш, fo hat bie Gleichung die Geftalt 

| x" ]- a,x^-? 4-.... H an == 0 
unb heißt eine tebucirte Gleichung vom nten Grade. Sind 
alle Goefficienten außer an gleich Nul, fo Bat bie Gleichung bie 
form 
x?--a,—0 

inb heißt eine reine Gleichung vom nte Grabe. Ift Feiner 
von ben Goefficienten ber Gleichung Null, fo heißt die Gleichung 
eine vollftändige Gleichung vom nten Grade. Зере Gleichung 
vom nit Grade, welche feine vollftändige ift, heißt eine unvolls 
ftánbige, jede, welche Feine reine ift, eine unreine Gleichung 
vom nten Grade. 

Eine Gleichung vom nten Grade wird eine höhere Gleichung 
genannt, wenn n größer it ald 2. Gleichungen 069 dritten 
Grades pflegt man auch cubifche Gleichungen zu nennen. 

. Хаё Ordnen der höheren Gleichungen gefchieht dem Ordnen 
der quadratifchen Gleichungen ähnlich. 

Wir werben bie höheren Gleichungen nur unter ber Bors - 
ausſetzung betrachten, daß feiner ber Coefficienten a, .... a? 
imaginair ift. | 

Die Wunftion 

x? -+ a x"! -H a,x"-? -]- .... 4 аһ 
bezeichnen wir durch f. Die Gleid)jung- des nten Grades wird 
dann burdj f — 0 audgedrüdt. | 

Einer höheren Gleichung f =O fónnen fowohl reelle ale 
imaginaire Werthe von x entfprechen (wie (01068 auch bei ben 
quadratifchen Gleichungen der Sall tj). Jeder reelle oder imagi- 
naire Werth von х, welcher bie Gleichung £ — 0 identifch macht, 
heißt eine Wurzel der Gleichung. 


6. 303. 


Wir betrachten zunächft bie Funktion f, während x, Йена ` 
wachſend, alle Werthe von — oo bis + oo durchläuft. — 06 
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feien a, B, y, д,....› Ме fteigenb geordneten Werthe von x, füt 
welche bie Funktion f ein Größtes oder Kleinftes ift. Bon ber 


Werthen fa, fo, f, .... ift dann entweder ber єг | Dritte, 


fünfte u. f. f. ein Größtes, unb ber zweite, vierte, ſechste u. f. f. 
ein Kleinftes, oder umgefebrt. — Sft nun n ungerade, fo nimmt 
die биз он f ben. Gang 


--90...1,...41Ї 5.45, f, H о. 

Der Werth f, ift ein Größtes, #5 ein Kleinſtes u. f. f., gulept f, 
ein Kleinftes. Nehmen wir an, f, fei pofitiv, fa negativ, f, yo» 
ſitiv, #5 negativ u. f. f., gufept f, negativ, fo leuchtet ein, daß 
wenn q groͤßte oder kleinſte Werthe der Funktion f vorhanden 
find, biefelbe q + imal den Werth Nul annimmt. Zugleich ift 
einleuchtend, bag die Sunftion für nicht mehr dë q+- 1 reele 
Werthe von x gleich Nul werden fann, wohl aber für weniger, 
wenn bie Vorzeichen der größten und Heinften Werthe andere 
find. — Ift Dagegen n gerade, fo nimmt bie бин он folgens 
den Gang: - 
ое... dE EE fuere Le, 
Diesmal ift £, ein Kleinftes, fo ein Größtes u. f. f., aulept f, 
ein Kleinſtes. Iſt nun f, negativ, fo poſitiv, f, negativ, fy po» 
{шө u. f. f, zulegt f, negativ, fo geht bie бил Шон, wenn q bie 
Anzahl der größten oder feinen Werthe vorftelt, wiederum 
q+ Imal durch Nul; und bie бин он fann für nicht mehr 
“(8 q+ 1 reelle Werthe von x den Werth Nul erhalten, wohl 
aber für weniger, wenn bie größten oder Fleinften Werthe bet 
Funktion andere Vorzeichen führen. 

Sft alfo q die Anzahl ber Werthe von x, für welche bie 
Funktion £ ein Größtes oder Kleinfted wird, fo Dat bie Gleichung 
f=0 001618 q+- 1 reelle Wurzeln. 

Hieraus folgt weiter, daß bie Gleichung £— 0 vom nten. 
Grade höchftens n reelle Wurzeln haben fann. — (Ge hat паш: 
lich die Gleichung des erften Grades eine reelle Wurzel. Die - 
Funktion f des zweiten Grades Bat zur erften Ableitung eine 
Funktion реб ren Grades, fie hat deshalb einen größten oder 


~ 
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kleinſten Werth (in ber That einen feinflen) und wird daher 
höchftens für zwei reele Werthe von x zu Null. Die Ableitung 
der Funktion f vom dritten Grad ift vom zweiten Grade, wird 
höchftens für zwei reelle Werthe von x zu Nul, deshalb Hat die 
Sunftion f vom dritten Grade höchftend zwei größte oder fleinfte 
Werthe, alfo die Gieidjung f — O des dritten Grades hoͤchſtens 
drei reelle Wurzeln. U. f. f. 


$. 304. 


1) 3ft n ungerade, fo hat die Gleidjung f — 0 wenigſtens 
eine reelle Wurzel. 

Denn während x von — oo 1020 bis + oo, durchläuft f 
bie Werthe von — oo bis + oc. 

2) 3ft n gerade, fo Bat bie Gleichung £ — 0 nicht noth- 
wendig eine reelle Wurzel. 

Denn während х 1046 von — oo bis + oo, beginnt f 
mit -+ mp enbigt mit + oo, und еб fann das abfolute 
Minimum pofitiv ausfallen. 

3) Sft n gerade und das legte Glied а, von f negativ, fo 
hat die Gleichung f = 0 wenigftend zwei reelle Wurzeln, von 
welchen bie eine pofitio, die andere negativ ift. 

Denn får х = 0 ift £— — a, alfo muß f, während x 
wächft von — oo big + oo, von feinem erften Werth +- oo 
fallen bið — an unb darauf fleigen 616 + oo, alfo zweimal 
burdj O gehen, und zwar für einen negativen und für einen poſi⸗ 
tiven Werth von x, da f negativ ift für x = 0. 


$. 305. 


Cft x, eine velle. oder imaginaire Wurzel der Gleichung 
реб ntm Grades f — 0, fo ift £ — (x — x,)f,, unter f, eine 
Funktion des (n — (fen Grades verftanden, von gleicher Form 
mit der Зи он f. 

Wird f burdj x — x, bivibirt, fo ergiebt fih al8 Quotient 
eine Sunftion f, реб (n — (fen Grades, wie leicht aus bem 
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Berfahren der Divifion erfellet. Bliebe ein Яе r, fo enthielte 
et, 019 vom Oten Grade, Fein x, und е6 wäre 
f=(&x—x)f, +r 
Für x — x, folgt hieraus 
0=0 +r 
alfo 0 = г. 


6. 306. 
Eind daher x,, x,, х, .... ха, q beliebige Wurzeln ber 
Gleichung des nten Grades f — 0, fo ift 
f —(x—x,)x—x,)x—x)....f, 
und e8 ift f, vom Grade n— q. 


! 


6. 307. 
Ge it ` 
(x 4- xj) (x 4- x4) (x 4- x3) .... (хх) 
= х° -- x,)|x?-! + X,X, x17? -- ( x, x,x, | x +. 
+x, + x,x, e. | 
+ х, , , 
. + xx. 
+ Xn | T X5X3 
+ х х, 


+ ХүХ,Х, ....Хь | 
Die Goefficienten werden durch bie einzelnen Combinations 
Hafen ohne Wiederholung aug den Elementen x,, x, ... Ха geliefert. 
Man findet dad Өсер burd) Multiplication, ober burd) 
Combinationslehre. 
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$. 308. 


Die Gleichung des nten Grades hat nicht mehr als n reelle 
ober imaginaire Wurzeln. 

Denn find x,, x5, .... Xq ſämmtliche Wurzeln ber Gleichung, 
o i 
fo if f= (x—x,)x—x,)....(x — X4) 
unb wäre Ме Anzahl ber rechts ſtehenden Faktoren größer ale n, 
fo wäre nach dem vorigen Paragraph bie rechts flebenbe Funt: 
tion von einem höheren Grade als f, welches fid) widerfpricht. 


6. 309. 
Die Gleichung 
хо с а = 0 
hat n Wurzeln. 
Denn e$ ift 
x— үа 


und diefer Wurzel entfprechen nad) $. 167 n verfchiedene Werthe. 


$. 310. 
Die Gleichung 
x? ]- a,x^7! H a,x?-? -- .... ах F аһ — 0 
hat ſtets eine reelle oder imaginaire Wurzel. | | 
Wir unterfeheiden zwei Bälle, entweder ift an == 0 oder có 
ift an > 0. 

Sft a. — 0, fo fann die Gleichung in ber Богт 
(х2-14-а,х"-2-4-а,х"-25-4-....8д AIS = 0 
dargeftellt werben, und e8 füllt in bie Augen, daß ihr der Werth 

х == 0 Genüge Teiftet. 
Es fei andererfeit an nicht gleich Null. In biefem Fall 
entfprieht ber Werth x — 0 der Gleichung nicht. 
Wir {ереп 
x = p -- qi 
unb betrachten p unb q als tee] unb urveränderlih. х {еШ 
alsdann alle reellen und imaginairen Werthe vor, und es kommt 
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darauf an, darzulegen, daß ein Paar Werthe р” und d beftefye, 
fo daß 

x — p' + qi 
ber Gleichung genüge. Unter der gegenwaͤrtigen Annahme fons 
nen p und q' nicht gleichzeitig Жий fein. 

п f denfe man p + qi Datt x gefegt, bie Potenzen nad) 
bem binomifchen Sag entwidelt, unb bie reellen -Ausdrüde -von 
den imaginairen gefondert. Man überblict leicht daß 

f, = fp = А + Bi 
entfteht, unter А und B бий опел von p und q verftanben, 
und daf іп biefem Funktionen p und q nur mit pofitiven gan⸗ 
zen Erponenten auftreten. 

98 ефе Vorzeichen A und B führen mögen, immer ift A? 
‚pofitiv, eben fo B?. Bilden wir daher, und wir haben Grund 
dazu, bie Funktion 

== A? + B2 
fo fann biefefbe feinen negativen Werth annehmen, fondern nur 
pofitiv fein, oder Null; unb ift fie glei Хий, fo mug A=0 
fein und B = 0. 

St für irgend befondere Werthe von p und q 
A -+ Bi = 0 7 
o ift zuglei | 
fo ift zugleich MB-O _ | 
unb umgefefrt. Denn јере biejer Gleichungen fann nur in Gr» 
fülfung geben, wenn gleichzeitig A und B Null if. — 

Ale Werthbe der Funktion A? + B2 zu erhalten, benfe 
man etwa ftatt р alle Werthbe von — oo bé + æ, - ОМ, 
unb bei jebem Werth von р fümmtliche Werthe von qe Die 
бии он ift + oo fomobl, wenn p = q = — оо, 019 wenn 
p-qq--4 o. Õie beginnt daher mit 4 oo und enbigt mit 
+ oo, und hat alfo ein ab[olute& Minimum. (56 läßt fid) bor: 
thun, daß dies Minimum Nul ift. 

Zu dem Ende [ереп wir. 


p + qi = r(Cosz + i Sinz) = 
und führen diefe Form zunächft in f ein. (66 entfieht : 
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х" — r"[Cosnz + 1Sinnz] 
a x”! = a, r"^![Cos(n — 1)z + iSin(n — 1)2] 
a,x”? — a,r"—[Cos(n — 2)2 + 1Sin(n — 2)z] 


a A8 = ag 1r[Cosz +4 i Sinz] 
An — Bn 
alfo 
f = A + Bi 
während nunmehr 
А = т" Cosnz 4 a,r"^!Cos(n—1)z +... + aa ar Cosz 4-8, 
B = r'Sinnz + a,r"^!Sin(n—1)z + .... + a, гіп 2. 

Die 9Bertbe von r unb 2, welche bie бил он A? + B? 
zu einem Minimum machen, müfjen ben beiden Gleichungen ent- 
Iprechen 

1) АдАт + BəBr = 0 
2) AdAz + B?Bz = 0. 
Wir bilden unb fegen beziehlich 
Ar = nr"! Cosnz + а, (п — 1)? Cos(n — 1)z 4r .... 
+2,-Cosz=C 
Вг = nr""!Sinnz + a, (п — 1)r"?Sin(n — 1)z + .... 
+ a, 1Sinz =D. 

Diefe Ableitungen C und D beziehlih von А und B nad) 
г find ald Funktionen von r aufzufaffen. Cie fönnen im Alge- 
meinen, b. D. für jeden Werth von r nicht gleichzeitig Null fein; 
denn alddann wäre nothwendig јерес ihrer Goefficienten Rull, 
und aus 

nCosnz == n Sin nz = 0 
würde folgen 
Cosnz = Sinnz = 0) 
während Cos unb Sin deſſelben Winkels niemals gleichzeitig ben 
Werth Rull annehmen. 


Зо Anal. u. Ziffer. 3te Aufl. 23 
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Wir bilden weiter 
дАз = — [nr"Sinnz + а, (п — 1)г°-—18ш(п — 1)2 4- .... 
. | a”-1rSınz] 
oBz= nrCosnz +a,(n — f)r^^?1Cos(n — 1)z + .... 


-+ a"-irCosz 
unb еб fallt in bie Augen, daß 
0Az=—rD 
oBz= rC. 


Die Gleichungen 1) unb 2) gehen, wenn wir ЮМ Werthe 
einführen, über in 
3) АС + BD—0 
4) — Атр + BrC = 0. 


Es fir>0; bann fann die Gleichung 4) dur r geho⸗ 


ben werden, und unſere Gleichungen ſind 
5 AC-+BD=0 
6) — AD + BC — 0. 
Wäre nun C = 0 ober D = 0, fo hätte man fofort A = 0 
unb В = 0, alfo aud) A? + B2 — 0. Sft weder C nod D 
im Allgemeinen Null, fo folgt 


AC — — BD 
— AD — — BC 
alfo multiplicirend 
— А2 — B? 
oder A? + B? —0 


Sft alfo т2 0, fo bewirken bie Werthe d und z’, welche 


ben Gleichungen 1) und 2) ent(predjen, bag А2--В2 — 0, 
b. 5. tiefe Funktion, welche nicht negatio fein fann, zu ihrem 
abfoluten Minimum werde. 

Dann aber ift auh A=0 und B=0, und jene Werthe 
r und z liefern einen Werth 

х= р + qi 

welcher unferer Gleichung genügt. 

Die Oleihung 4) wird auh erfüllt durch ben Werth 


6. 310. 311. Bon ben höheren Gleichungen. 355 


r=0. Diefen ziehen wir bier indef nicht in Betracht, weil 
r —( ad 

x = p + qi—r(Cosz + iSinz) = 0 | 
bedingt, während x = 0 der Gleihung nicht entfpricht, fo lange 


An 20 ift. 
$. 311. 


1) Die бий Шон f 068 nten Grades läft fih jedesmal in 
das Produft (x + х,) (х + x,)....(x +H xo) von n Faktoren 
zerlegen, während Х,, x,,.... xa reelle oder imaginaire Werthe 
vorftellen. 

Nach dem vorigen Paragraphen befteht jedesmal eine Wur: 
zel x, ber Gleichung £ — 0. Daher läßt fih nad) $. 305 {ереп 
f = (x — х,)її 
während f; vom (п--1) йеп Grade if. Für fı enifteht in 

gleicher Weiſe 

{т = (х — X, Wu 
unb еб ift fir vom Grade n — 2. Зи feldjer Weife fortfchließend 
ergiebt (id) die Behauptung. 

2) Die Gleichung des nien Grades f — 0 bat n Wurzeln. 

Denn её fel f — (x + x) (x + x4) .... (x + ха), fo wird 
f für jeden ber n 9Bert)e — x,, —x,,....— Xn zu Null. 

Die n Wurzeln fommen indef nur infofern heraus, alg 
man, wenn mehrere ber Werte — x,, — x4,.... einander 
gleich find, diefe doch als eben fo viele Wurzeln zählt. Und 
haben p der Wurzeln einerlei Werth, fo (ад! man, biefer Werth 
fel eine pfache Wurzel. 

3) Die Wurzeln der Gleichung, entgegengefebt genommen, 
find bie Werthe x,, x,, х, .... іп bem Produft, welches f auss 
btüdt; und паф $. 307 überfieht fij num der Zufammenhang, 
in welchem bie Wurzeln der Gleichung mit ihren oefficienten 
fteben. Für die Folge ift bemerfenómertb, daß das тори: aus 
реп jämmtlichen, entgegengeſeht genommenen Burgel раб legte 


Glied а, giebt. 
23 * 
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$. 312. 

Hat bie Gleichung des nten Grades f — 0 bie Wurzel x,, 
fo ift die Gleichung duch x — x, theilbar, unb bie Divifion 
liefert eine Gleichung des (n — 1) ſten Grades f; — 0, deren 
n— 1 Wurzeln bie übrigen der urjprünglichen Gleichung find. 


$. 313. 


Cinb x,, Х,, Х,, --. Xn bie n Wurzeln der Gleichung des 
nten Grades f — 0, fo ijt, unter an den Goefficienten von x? 
in der Funktion f verftanben, 


те ъ(1— ®)(1—)(1—®). (1-2). 
X, X, X, X 
(8 ift nämlich 

a) f—(x—x,)(x—x4)(x—x,)....(x— Xn) 

unb e8 ijt | 
an = — X | °— X4,*— X4 .... — Xp. 

Wenn man daher den unter a) rechts ſtehenden Ausdruck mit 
a, multiplicirt und durch das a, gleiche SBrobuft bivibirt, ent- 
ftebt bie Behauptung. 


$. 314. 
Ge ift , 
. X x? x? x? 
Sinx — (1-5)(1- 55) (- 972 1-55) Uc 
2 4х2 4х2 ( 2 áx? X T) 
Cx (1 (is) 2) (i923) — 


Es iſt nämlich 
6 
Cox = 1—5 + — "LI 


und ba Cosx gleih Nul ijt für bie Werthe Im, — iz, iz, 
— ĝm, .... von x, fo dürfen diefe Werthe als Wurzeln ber 
Gleichung 


betrachtet werden; und dann ift nach dem vorigen Paragraph 


Созх = (1— E) (1-2) (1— 5) (1)... 
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welched der obere Werth für Cosx ift. Der 2 ибгий für Sinx 
entjteht, wenn man 


. x? х! 6 . 
Sinx — di 3 + 5i —*5 + ma) 
fegt, und m, — m, 2m, — 27, .... ald Wurzeln der Gleichung 


x? xí 
1 3i 7 5i 0 
betrachtet. 
$. 315. 


Hat bie Gleihung f£ — 0 bie pfache Wurzel v, fo enthält 
der größte gemeinfchaftliche Theiler zu f und of ben Falter 
(x — vr, 

Denn её ift dann f von ber Form (x — ү)Рф,, unb aus 

f = (х — vP ox | 
folgt dfx = (x — VIP dd, + р(х — v) Id: 
= (х — Wil — v)?$. + рф]. 
Der Cat gilt aud) umgefehrt. 


$. 316. 


Giiebt еб daher einen Werth x, von x, für welchen dfr zu 
Rul wird und zugleich f, fo bat bie Gleichung f = O ben Werth 
x, wenigftend ald zweifache Wurzel. 


$. 317. 


Hat eine Gleichung des nten Grades bie Wurzel p + qy— 1, 
fo hat fie zugleich die Wurzel p — qY — 1, und hat fie bie 
legte Wurzel, fo hat fie aud) die erftere. 
Die Gleichung fei 
x? |- а,х"! + a,x"? -- .... ]- a. = 0. 
Wir {беп p = qi = r(Cos $ + iSin 4), fubfituiren biefen Aus- 
drud für x unb wenden $. 163 am. (8 entfleht: 
г"Соѕпф --a,r'^!Cos(n—1)$ + a,r^-?Cos(n — 2)ф 
4 .... + an 
— i[r'SinnQ + a,r"—!Sin(n — 1)ф + a,r*-?Sin(n — 2)ф 
-H .... + a4] = 0. 
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Sft diefe Gleichung identifch, fo find r unb p von ber Bes 
fchaffenheit, daß fowohl bie eingeflammerte Summe Null ift, als 
die darüber ftehende. Sind aber diefe Summen gleih Nuk, fo 
geht die Gleichung, fobald einer der Werthe р = qy—1 genügt, 
auch immer für den anderen in Erfüllung. 


6. 318. 
(88 fei die Gleichung gegeben 
1) x" = a x”! -- a,x”? --.... Pan = 0. 


€tatt x werde bie бий он des erften Grades py + q fubfti- 
tuirt. Das liefert 


(py + q)" + a, (py + 4)": + essc] an = 0 
und diefe Gleichung ift in Bezug anf jeden ber Ausdruͤcke p, y, q 


vom n Grade, wie die urfprüngliche. Ordnen wir nad) ben Poz 
tenzen von y und bivibiren durch p^, fo entfteht 
n—1 n—2 

2) tags Hing? +a, (0—Dq Haa 7 4.0 
wobei n, n — 1,.... mit Zeigern, a mit Stellenzahlen erfcheint. 

Wären für p, y und q bejonbere Werthe ermittelt, welche 
ber Gleichung 2) entfprechen, fo würde offenbar für diefe Werthe 
Ме Summe py + q einen Werth von x der Gleichung 1) aug- 
machen. Und fegt man in 2) ftatt p und q beliebige beftimmte 
Werthe р und 9, ermittelt darauf y der Gleihung 2) ent: 
fprechend, fo ift aud) ру Lg eine Wurzel ber Gleihung 1). 
Darf man aber für p und q beliebige Werthe fegen, fo ift ед 
möglich, diefe dergeftalt zu wählen, daß dadurch Bedingungen erz 
{ШИ werden. Hierin liegt das Prinzip der fogenannten Trans 
formation der Gleihungen. Wir werden nur zwei Hierher 
gehörige Fälle anführen. 


$. 319. 
(8 fei gegeben die Gleichung 
1) x" Laach + a,x"7? 4- ....-- а = 0. 
Man fubftituire Y Datt х (b. h. im Sinn des vorigen Paras 
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graphen, man fege p = unb q = 0), und е6 entfteht 
2) en +a gyt + a,g?y?7? -- .... H aug? — 0. 
Und ift аиб 2) y gefunden, fo ift x = НЫ 


Diefer Umformung bedient man fi, Nenner zu befeitigen. 
Sämmtliche Nenner der Gleichung 1) fallen fort, wenn man g 
gleich dem Generalnenner fegt; oft reicht eine Кепеге Zahl анд. 

Die Gleichung 2) entítebt аиб 1), indem man y fegt йан 
x, unb Ме Glieder ber (vollftändig gedachten) Gleichung 1) bet 
Reihe nad) mit 1, g, g?, .... g^ multipficirt. 


$. 320. 


Eine nicht rebucirte Gleichung vom nten Grabe 
x? + a x?! + a,x"? J-.... ëss 0 
rebuciren heißt, aus biefer Gleichung eine reducirte Gleichung 
vom nten Grabe 
y? + b y? +... + b, = 0 

ableiten, welche einen anderen Unbekannten y enthält, und welche 
zu ber erfteren nicht reducirten Gleichung In einer folchen Bezie- 
hung fteht, bag, wenn aus der reducirten Gleichung der Unbe 
fannte y ermittelt ift, auch ber Unbefannte x befannt fel, welcher 
der nicht терисііеп Gleichung zugehört. 


$. 321. 


Aufgabe. Die nicht rebucirte Gleichung vom nten Grade 
хз a x" -p a,x с... а= 0 | 
zu reduciren. 

Auflöfung. Man fubftituire nad) $. 318 für x bie Funt- 
tion py + $, während vorläufig p und q alè unbeſtimmt gelten. 
Es entfteht bie Gleichung 2) 168 $. 318. Damit diefe eine 
rebucirte werde, febe man 

nq 4-а, =0 


b. 5. q——— 


n 
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p bleibt unbeftimmt, darf alfo beliebig gewählt werden. “Der 
Einfachheit wegen fegt man p gleih 1. 
Wil man alfo die Gleichung 
х" | ах"! p a,x"? E, E ës — 0 
tebuciren, fo fubftituire man 


а, 
у п 


ftatt x; unb ift die reducitte Gleichung nad) y entwidelt, fo hat 
man in у= das x bet urfprünglichen Gleichung. 


Auch rebucirt fid) die Gleichung, wenn man ру —-! ftatt 


x ſubſtituirt, unter p einen beliebigen Ausdruck verftanden. 


П. Bon den Gleichungen des dritten Grades, 


6. 322. 


Aufgabe. Die drei Wurzeln ber reinen Gleichung des 
dritten Grades . 
x?-pa—0 
zu beftimmen. 

Auflöfung (8 fei zunächft 


xX? — а = 
und еб folgt | 
8 — 
x == yay 1 
ober nad) 6. 167 
8. 
x — Ya (cos 287 + iSin& 


während Datt g bie Werthe 0, 1, 2, ое 0, +1, — 1, zu 
feben find. Die Eubftitution der legten Werthe liefert 


х == Va(Cos0 + iSin 0) 
x = Үз (Соз $w + 1Sin 37) 
Х == ValCos— 47) + iSin(— zc 
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Ge ift Coin = — Cos 4r = — Ѕіп ұл = — 4, und Sin3z 
— Өш 4r = Созул = 4V3; daher entfteht 


к= ya-i 
x= ya. — E 
x — ya. уся 


und dies find bie drei Wurzeln ber Gleihung x? — а 0, oder, 


8 
mit anderen Worten, bie drei Werthe von ya. 
Sft andererfeits 
x? | а= 0 


fo folgt - ЯГ 
x — yay—1 
х= үг [| Cos (2g + Dz t От + 19 (в + x Da 


während für g bie Werthe 0, 1, 2, oder 0, +1, — 1 zu {ереп 
find; unb 69 ergeben fich 


ober 


х = үа. с 1) 
«= yai 3 
х = ya. | + LI? 


als Wurzeln der Gleichung x? Н а = 0. 
Die Gleichung 
хз жа = 0 
[oft fih auch in folgender Weife: Zuerſt Bat man 
| 3 


x = ya. 


3 
Daher iff x Ya Faktor der Gleichung; durch dieſen Faktor 
bivibirt entfteht bie quabratifche Gleichung 


x? + худ aL yai —0 


in deren Wurzeln die beiden übrigen Wurzeln ber gegebenen 
Gleichung fih darbieten. 
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6. 323. 
1) Die drei Wurzeln der Gleichung 
x? + ах? + bx + c — 0 
find einander gleih, unb {Фе ift — 5 wenn 
a? , (зү 
b=z ift unb с = (5) . 
Denn bie Gleichung ift alsdann (x + 3) == 0. 
2) Sind bie drei Wurzeln der Gleichung x? + ax? + bx 
3 
+ c = 0 einander gleich, fo ift b = S unb c = (5) . 

Denn ift x! jede ber Wurzeln, fo ift bie Gleichung 
(x —x,)? = 0 ober x? — 3x,x? + Зх2х — x? = 0, unb 
fegen wir — Зх, =a, 3х2 — b, —x? — c, fo erhellet bie 
Behauptung. 

3) Die Gleichung x? + bx + c = 0 hat, unter ber Bor- 
ausfegung, daß nicht gleichzeitig b unb c Null find, niemals drei 
gleiche Wurzeln, alfo höchftend beren zwei. 

Denn wären bie drei Wurzeln der Gleichung einander gleich, 
fo müßte, ba a Null ift, nad) 2) aud) b Null fein und zugleich c. 


6. 324. 


Зере Gleichung dritten Grades, deren drei Wurzeln nicht 
einander gleich find, läßt fid) auf die Form 
x? +bx+c=0 
bringen, während nicht gleichzeitig b und с Null find. 
Denn reduciren wir die Gleichung 
1) y? + пу? +py+qg=0 
indem wir nach $. 321 x— 5 Йан y ереп, fo entfteht 


о) а 


Sollte nun Р— = 0 
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fein, zugleich 


n? n 


fo folgte Hieraus p = 3 unb а= (5): Das ift aber nicht 


der Fall, fo lange bie Gleichung 1) nicht drei gleiche Wurzeln 
bat. Daher erhellet ber Sag. 


$. 325. 


Die drei Wurzeln der Gleichung 
x? -bx+c=0 
in welcher nicht gleichzeitig b Nul ift und c, find fammtlich 
reell, wenn 
b negativ 
ift und in abfoluter Hinficht 


(3) =(%)- 


Die Gleichung hat dagegen zwei imaginaire Wurzeln unb eine 
reelle, wenn 

b negativ 
und in abfoluter Hinficht 


(з) (2) 


b pofitio oder Null ift. 

Nah $. 317 find imaginaire Wurzeln von Geidjungen е8 
paarweife vorhanden. Daher fann eine Gleichung dritten Grades 
nur entweber drei reelle Wurzeln haben, ober eine reelle und zwei 
imaginaire. — Und hat eine Gleichung des dritten Grades zwei 
gie Wurzeln, fo find ihre fümmtlichen Wurzeln reell; denn 
hätte die Gleichung imaginaire Wurzeln, fo hätte fie deren zwei, 
diefe wären ungleich nach S. 317, unb ba die dritte Wurzel reel 
iR, fo fónnten nicht zwei gleiche Wurzeln fich vorfinden. 

Die Gleihung x? + bx + c = 0 hat nad) ben Erir- 
terungen in $. 303 drei reelle Wurzeln, {оба bie Funktion 
X -- bx + c, während x von — oo bis + oo 10400 ein Mari- 


it, ober wenn 
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mum gewinnt, das роо, unb ein Minimum, das negatio ift. 
Die Gleichung hat ferner, nad) bem vorhin SBemerften, drei reelle 
Wurzeln, fobald zwei ihrer Wurzeln gleich find. 

Wir unterfuchen zuerft, von welcher Befchaffenheit bie Got, 
ficienten b und c fein müffen, damit Die Funktion x? + bx Le 
ein Marimum habe, das pofitiv, und ein Minimum, das nega: 
tiv fet. 


Aus f—x? -Lbx--c 
folgt of, = 3x? + b 
д2{„ — Ox 
031 = 
unb ax? + b= 0 
, b 
liefert x=+Ł+ — ER 


Єой die Funktion für biefem Werth von x einen größten ober 
Heinften Werth erhalten, fo muß b negativ, d. B. weder pofitiv 
noh Null fein (b fann nicht Null fein, weil font x — 0, ferz 
ner 0?f, — O unb dabei 235, conftant fein würde; und dann 
wäre bte Wunftion f fein Marimum oder Minimum, fondern im 
Wachsthum). Wir nehmen b negativ, alfo 
f = x? — bx +c 
und fubftituiren -үз unb + V5 flatt x. Der erfte 


Werth liefert, ba bie zweite Ableitung mit x einerlei Borzeichen 
hat, das Marimum, ber zweite dad Minimum. Das Marimum 


ſelbſt ift Ш 
уза. 
dad Minimum — * ys Le 
Das Marimum {00 pofitio, das Minimum negativ fein, als 
a) 2. y +c>0 


2 b 
B) — VÈ +0<0. 
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Sft c роо, fo tritt a) von ſelbſt ein, damit aber 8) erfüllt 
werde, muß in abfoluter Hinficht SIE größer fein als c. 
Sft c negatio, fo verfteht fih 8) von felbft, unb ed muß, damit 
a) in Erfüllung gehe, in abfoluter Hinficht EV 3 gie als 


c fein. Die Bedingungen a) und В) find alfo ſtets erfüllt, fos 
bald in abfoluter Hinficht 


2 V? 
89 Ek 
3 


^ >) 


Die Funftion x? + bx + c fat hiernach ein poſitives 
Marimum und ein negatives Minimum, und die Gleichung 
x? -+ bx + c — 0 drei reelle Werthe, fobal 

b negativ 


iR und (5) >S). 


Die Sleihung x? + bx + e = 0 hat wegen ber Voraus: 
fegung, bag nicht b unb c gleichzeitig Null find, höchſtens zwei 
gleiche Wurzeln. Nach $. 316 find zwei gleiche Wurzeln vorz 
handen, wenn 

f=x? |х с 
unb ef, = Зх? + b 
für einerlei Werth von x in Null übergeben. Der Werth von 
x muß reel fein, weil er Wurzel der Gleichung ift, und bie 
Gleichung drei reelle Wurzeln hat, fobald fie zwei gleiche beet, — 


Die Ableitung ift Nul {йт x = Æ V- >, Damit biefer Aus: 
drud reell ausfale, muß b negativ fein, oder Null. Ceben wir 
b negativ und (ид шїї + үг in £— x? — х + c, fo 
entfteht 


2 Vs 
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3 3 
durch YA, den andern buch VB, fo Ве nach $. 320 ber erfte 
Eummand bie drei Werthe 


3 з -- 3 _4_Y_3 
YA, ҮА. 2 3, РА. 211—3 y—3 


vor, der andere bie drei Werthe 
3 35--14Ү-3 3, —1—y—3 
ҮВ, | ILL yB- 173 


3 
und wenn man jeden ber drei 9Bertbe von VÀ zu jebem ber 


8 
drei Werthe von VB addirt, ergeben fid) neun verfchievene Сим; 
men. Die си фе Gleichung Hat aber nur drei Auflöfungen. 
Daher entfteht bie Frage, welche drei ber gedachten neun Sum: 
men ber Gleichung ald Wurzeln ent(predjen. Diefe Frage be: 
antwortet fid) durch bie Gleichung 2). Nach derfelden muß 
b 


yz = 
fein, b. 5. 
8. 3 b 
YA: VB = — 4 
inb das trifft nur zu für folgende Werthe: 
3 3 
x= VA + VB 
3 __ зу 
х = үА LY 3 yB ! „=? 3 


3 -4-үг-4 5— --3 
х--үдх.201-Ү-3 та! 2 yp EE? d 
Hierin befteben alfo bie drei Wurzeln ber gegebenen Gleichung. 
Die Lardanifche Formel it ohne Weitered anwendbar, fo 
lange bie in ihr vorfommenben Quadratwurzeln reell bleiben. 
Dies ift ber бай, wenn b pofitiv oder Null, wenn b negativ 
c 


3 2 
und in abfoluter Hinſicht (>) -(3) , endlich, wenn b ne: 


C 


3 2 
gatio und in abfolute: Hinficht GIG ift; d. 0. wenn 
bie Gleichung eine reelle und zwei imaginaire Wurzeln hat, und 
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wenn fie drei reele Wurzeln hat, unter denen fih aber zwei 
gleiche befinden. — Ift dagegen b negativ und in abfoluter Hin- 


3 2 
fit (3) - (3) ‚ To Bat bie Gleichung bloß reelle unb uns 


gleihe Wurzeln, aber die Gardanifche Formel wird imaginair, 
unb 69 muß für diefen бай eine weitere Operation eintreten, bie 
Wurzeln der Gleichung in reeller Geftaft zu erhalten. 
G6 fei 
x? — bx + c= 0 
. 3 
alfo b negativ, dabei in abfoluter Hinficht (5) > GI, Die 


бараг фе. Formel liefert ` 
=V- VGN- 
-Y-5-YGY- G 


oder А 
УУС ча 
dE EK 
Wir {ереп | 
-р-ь У(У-07-4 
fo if 2 
У Gir 
УО (та 
@ fei 


р + qi = r(Cos $ + iSind) 
р — qi = r(Cos p — 18іп ф) 
Bett Anal. п. Differ. Ste Aufl. 24 
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=w F= +V 
о c -i-(-3VG) 


unb e8 ijt u 
8----т 7 ne 
В) Vp+qi = V 3 (cos? tt +- iSin rt) 


; 2 
y) Yp—qi = V (с "SH —1 Sin wit) 
während g bie Werthe 0, 1, 2, oder 0, +1, — 1 repräfentitt. 

Nun ift 


bom ift 


3 8 . 
x = үр + qi + үр — qi 
und hieraus ergeben fid), wenn wir für јере der Wurzeln ihre 
drei Werthe аиб Ei unb y) (ереп, neun оегіфіерепе Werthe von 
x. 916 Wurzeln der Gleichung Tonnen aber diesmal nur die 
rellen Werthe dienen; laſſen wir daher bie imaginairen Sums 


manden + Le, 859 und — 18 287 0 ſich heben, fo 
erhalten wir in 
И со, 287 + Ф 
x = ү» Cos 3 
unter g bie Werthe 0, 1, 2 ober 0, + 1, — 1 verftanden, Ме 
drei Wurzeln der Gleichung. Diefe find demnach 


x = 2}/ 5. соф 
xz | - $ Co tt 
х-2ү со mt 


während ф fih nad) a) durch 


NI 








beftinmt. 
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Der Winkel ф ift fpig, wenn c negativ, ftumpf, wenn c 


pofitiv if. If p flumpf, fo fann man ф = ут +y fegen, 
unb hat Dann 


Cos $6— Cosi) —Coslz—7—1] —Sin- 7 


3 
Cos 5 Costin) — Cos) 4- Qr] — — Sint 17 





Cos Z $ -Сов(1т--1))--8ш Зу 


weiter Cos(4z + у) = — F . ү 


5) 
ober — Siny = — £ Mi 


alfo Sin y = 








geben x? —bx—c— 


fo {фе man 
с 8 ү? 21c? 
Cos $ — > VG) = ү 


und bom ift 


x=? Э Сов 
x=? bo 2s +9 
9 
2 b 27 — ф 
x=? 3 Cos 3 





AR aber gegeben 
x? —bx--c-—0 
fo (айп man (egen 


und fat dann 
24* 
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х = V» Sin Lé 
х = гү? Sin”? 


2 | ba z-+b 
«= — 2| 2 sin g 


Die legtern Erörterungen find entbehrlih. (6 genügt, fefts 
zuhalten, daß bei beliebigem Worzeichen von c 


оо 


х = гү? Cos ser tA, 








ift, und dann 


6. 327. 
Gíeidjungen von der Form 
y^ + ау" +b=0 
laffen ſich löfen, indem man у" = x fegt, vooburd) 
x? -ax--b-—0 


entfteht; unb ift hieraus x gefunden, fo hat man y = yx. 


$. 328. 


Für bie Gleichungen des vierten Grades hat man feine alls 
gemeine Auflöfung entbedt, deren man fih praftijd) bedienen 
möchte; für Gleichungen noch höherer, Grade aber überhaupt feine 
allgemeinen Auflöfungen gefunden. Die reclen Wurzeln von 
Gleichungen des vierten, fünften u. f. w. Grades. Tonnen indef 
verfuchöweife ermittelt werden, wenn bie Goefficienten der Gleis 
Hungen numerifch gegeben find. Die folgende Abtheilung giebt 
zu folcher verfuchöweifen Beftimmung ber reellen Wurzeln nume- 
rifcher Gleichungen Anleitung. 

In theoretifchem Intereffe mag beiläufig eine Löfung ber 
Gleichung vierten Grades hier Platz finden. 
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6. 329. 


Aufgabe. Die rebucirte Gleichung des vierten Grades 
xt — ax? + bx + c 
aufzulöfen. 
Auflöfung. Zur gegebenen Gleichung werde 
2nx? + n? = 2nx? + n? 
adbirt, unter n einen vorläufig willfürlichen, fpäter zu beſtimmen⸗ 
den Ausdruck verftanben. Es entfteht 
(x? + n)? = (a +- 2n)x? +- bx + (c + n?). 
Der Kürze wegen {ереп wir 
a-+2n=q 
c +n? =r. 
Die erhaltene Gleichung erhält baburd) bie Form 
(x? + n)? = qx? + bx +r 
und 69 folgt 
q(x? + n)? = q?x? + bqx + qr 
b? 


b? 
= q^? Hbg -- qr + — 37 


oder 
2 


2 
d аба 4-9 — (ак 7) ten 
Als Bedingung für n {ереп wir 1681 


q— 0 
b? 
b. h. (а + 2n) (c + n?) — -g —0 


ac + an? + 2en + 2n3 D 


В) n? + зп ent a. 


Diefe Gleichung dritten Grades beftimmt n. Es geht dann 
die Steigung a) über in 


ve en = (oe 5) 
und hieraus ergiebt fich 
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x? + n = | (а --2п)х + аа 
2y mis Son 
х= + 4үа F n+ A LIES 
=+ MaF mE, ame I 
r=- M FEE, pa 


III. Bon ben numerischen Gleichungen. 


$. 330. 

Sind (аша фе Gocfficlenten einer geordneten Gleichung 
ganze Zahlen, fo find bie reellen Tac ber Gleichung ganze 
Zahlen oder irrationale. 

. Die Gleichung fei 
x? -+ a,x”! -p a,x^7? -- .... ]- a — 0, 
Wollte man annehmen, der Bruch = fei Wurzel ber Gleichung, 
fo müßte 
n—1 
el) ren 
fein, oder mit ча" multiplicirt, 
PED р": 4-а, p ?q-4-... ne == 0. 
Dies ift Ober nicht möglich, ba ber erfte Summand ein Bruch 
ift, während alle übrigen ganze Zahlen find. 
$. 331. 


Wenn eine Gleichung f = O beliebig viele mehrfache Wur⸗ 
-. zeln hat, fo läßt fid) eine Gleichung herftellen, welche affe vete 
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ſchiedenen Wurzeln jener Gleichung als bloß einfache Wurzeln 
enthält. 
G6 fei 

f—(x—aypx-—pgi....V 
während V dad Produkt aller іп f vorhandenen einfachen байг 
теп vorftellt. Man bilde den größten gemeinfchaftlichen Theiler 
t zu f und Of. Diefer hat nach $. 315 bie Form 

(x — a)?! (x Bi, 

Wenn man daher bie Gleihung f — O dur t biolbict, "fo 
entſteht 

(x — а) (х — 8) .... V —0 
und diefe Gleichung enthält alle verfchievenen Wurzeln der Gleis 
hung f — 0 ald einfache Wurzeln. 


6. 332. ` 


Wenn zwei auf einander folgende Glieder einer algebraifchen 
Summe einerlei Vorzeichen haben, fagt man, hier finde eine Зеїг 
denfolge, wenn zwei auf einander folgende Glieder Dagegen 
verfchiedene Vorzeichen haben, fügt man, hier finde ein Zeichens 
wechfel Statt. 

In der Summe ;. B. 

+ a + b — c + d — e — f — h —k 
erfcheinen vier Zeichenfolgen und drei Zeichenwechſel. 


6. 333. 


Die Gleidjung f=0 fei vom nten Grade und habe bloß 
einfache Wurzeln. 

Die erfte Ableitung dfx fei hier bezeichnet burg fl. Es 
werde f durch f! dividirt, ber Reſt entgegengefeßt genommen, und 
darauf bezeichnet durch f2. Es werde weiter f! durch f? divi- 
dirt, der Reft entgegengefebt genommen und darauf bezeichnet 
buch 13. U. f. f. Die бин опел #1, £2, £? .... find beziehlich 
vom (n — f)ften, (n — 2)ten, .... Grade; bie Funktion f^, alfo 
ift vom (n — п)іеп Grade, b. 5. conftant, und mit ihr bricht bie 
Divifion ab. : | 
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@ feien a und b wei ungleiche, fonft beliebige reelle 
Вере, und zwar a < b, und man bilde bie Reihen 


a) f, 8, £, В... Р 
b) £, 2, ё, f .... f». 


Sft bie Anzahl ber Zeichenmwechjel in ber Reihe a) eben fo groß 
wie Ме Anzahl ber Zeichenwechfel in der Reihe b), fo liegt feine 
reelle Wurzel der Gifeidgung f — 0 innerhalb ber Gränzen a und 
b; ift aber bie Anzahl ber Zeichenmwechfel in ber Reihe a) um q 
großer als die Anzahl der Зеіфептеф in ber Reihe b), fo bes 
finden fid) q reelle Wurzeln der Gíeidjung f = 0 innerhalb ber 
Graͤnzen a und b. 

Der Beweis [aft fih folgendermaßen führen: 

А) f unb f!, b. 5. 0%, Haben feinen gemeinfchaftlichen 
Theiler, weil voraudgefebt worden, die Gleichung habe nur еіп; 
fache Wurzeln. Daher giebt еб feinen. Werth von x, für wel- 
chen gleichzeitig f unb f! in Null übergehen; und hieraus ers 
pelet, bag wenn f gleich Nul ift für einen Werth von х, (д 
dabei niemald ein Marimum ift oder ein Minimum, fondern im 
Wachsthum Debt ober im Abnehmen, b. D. vom Negativen ins 
` Pofitive übergeht oder umgekehrt. Die Funktion f fann aud) 
nicht für zwei unmittelbar auf einander folgende Werthe x, und 
x, = dx zu Null werden, weil, infofern dx gegen x, verſchwin⸗ 
bet, die Gleichung wiederum zwei gleiche Wurzeln hätte. 


В) Die Quotienten, welche fi) bei den auf einander fol- 
genden Divifionen ergeben, feien ф!, $2, фз,.... Dann ift 


f = déif —f? 

{1 = ф2#2 — {з 

f2 = p? f? — ft 
u. f. f. 


С) Zwei auf einander folgende Funktionen fr und frt! ge; 
hen nicht für denfelben Werth x, von x in Nul über. Dem 
fonft hätten beive den Faktor х — х,, und еб wären f und f! 
theilbar burd) x — x,, welches aus B) [паф ber Lehre von ben 
Bielfachen und Theilern] folgt, aber gegen A) ftreitet. 
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D) Sft eine ber Funktionen #1, £?, ...., etwa fr, Null für 
х — a, fo haben bie benachbarten Funktionen £77! und frt! un: 
gleiche Vorzeichen für den Werth a von x. 

Denn e$ ift 

ЇТ-1-- o'f" — [rti 
nnd ift f, Nul, fo folgt 

r—1 Led 

f "sc", 

E) Sft f; — 0, fo ift nicht fotas gleich Null, nod) £j... 
Denn wäre 4. B. fita = 0, fo hätte man CT -+ dt; — 0, 
oder ET" <= 0, weil dfZ ^^ verfehwindet gegen fit"; еб wäre alfo 
gleichzeitig £, = 0 und £7" 0, welches gegen С) ftreitet, unb 
damit gegen A). 

F) fei nm £ gleich Nul. Dann find ET" und Fer 
nicht Null und haben entgegengefegte Vorzeichen, unb еб ift Fels 
ner ber Werthe fou und £r. gleich Null. Wegen des Teptern 
Umftandes müffen fo a unb a einerlei Vorzeichen mit f; ^ 
haben, eben fo fata unb fj, einerlei Vorzeichen mit EC, 
Ind wenn wir bie Bunftionen 

fr, f, {+1 
im Bezug auf ihre Vorzeichen betrachten, während а — dx, a, 
a ]- dx ай x gefegt werden, fo Tonnen nur folgende Fälle еіп; 
treten | 
für a—dx + +— obe +4 — oder — ++ ober — + + 


H 


fita —-F0— +0— —0+ —0- 
für аах +—— ++— — —++ 
oder -- —— oder + — — oder —— + 0 —— + 

+0 — -0- —0+ -—-0+ 

++— ko, kt —— 


Bei ben drei Gliedern £1, fr, ЁН, ift alfo bie Anzahl 
der Zeichenwechfel für x = a — dx eben fo groß, wie für 
1 


х == а--4х, und еб hat fj^, einerlei Vorzeichen mit ба, 


eben fo fa mit fatan, wie (фоп vorher bemerkt worden. Auch 
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für x — а haben die drei Glieder, wenn man Null überfpringt, 
nicht weniger Zeichenmwechfel. Hieraus ift einleuchtenn, bag bei 
der Reihe | 

f, f!, f2, £9, ,.. Р 


dadurch feine Verminderung in ber Anzahl ber Zeichenwechfel 
herbeigeführt wird, daß, während x fid) ftetig ändert, einzelne ver 
Funktionen f!, f2,.... den Werth Null annehmen. Diefer Um, 
Капо ift aber der einzige, vermöge deffen einzelne ber Funktionen 
ihr Zeichen vertaufchen, und die Anzahl der Zeichenwechfel fih 
ändert. | 

С) Es fei fa gleid) Nul. Dann Haben wegen А) fa A 
und рах entgegengefegte Vorzeichen, und es ift bie Ableitung 
Of, pofitiv ober negativ. Mit Bezug auf E) find daher für 


f und f! 
folgende Fälle möglich: 
für х= а — х — + oder -— 
Х-с а 0 + 0 — 
x = a--dx + —— 


Bei ben ӨНӨ f und f! geht demnach ein Zeichenwechfel ver- 
foren, fo oft während einer fletigen Aenderung 969 x die Funk⸗ 
tion f den Werth Nul erhält. 

Aus F) und G) erhellet ber Сар. 

Wenn in der Reihe 

f, {1, £2, f?, .... f” 
für einen Werth c von x ein Glied fr Nul wird, fo fällt in 
der Reihe der Vorzeichen das entfprechende Glied aus. Da aber 
die benachbarten Glieder £7—! und frt! entgegengefegte Bors 
zeichen führen, fo bleibt, wenn man Null überfpringt, die Anzahl 
der Zeichenwechfel ungeändert. 

Die Wunftionem #1, f2 .... dürfen, wie fie nach еіп: 
ander hervorgehen, mit beliebigen pofitiven und conftans: 
ten Werthen multiplicirt werben, weil dies auf bie Reihe ber 
Vorzeichen feinen Einfluß übt. Dadurch ес ай! man fid) oft 
Erleichterung. 
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$. 334. 


Aufgabe. Es ift eine numerifche Gleichung des nten 
Grades f=0 mit bloß einfachen Wurzeln gegeben; man foll 
- beftimmen, wie viel pofttive, wie viel negative, wie viel imaginaire 
Wurzeln die Gleichung hat. 

Auflöfung Man bilde nad) bem vorigen Paragraph 
die Reihe 

f, f!, f2, 0... f^. 

Man {фе — oo ftatt x; bie Anzahl der Zeichenmwechfel, welche 
bie Reihe jegt zeigt, fel p. Man [ебе ferner 0 (ай x, und 
+ oo; Ме Anzahl ber Zeichenmwechfel, welche bie Reihe babel 
zeigt, fei beziehlih q unb г. Die Differen; p —q ift dann bie 
Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung, Ме Differenz; а—г 
bie der pofitioen. Die © еу p—r giebt bie Anzahl ber 
reellen Wurzeln, folglich ift n — (p — r) die Anzahl der imagis 
nairen Wurzeln der Gleichung. Welches alles aus bem vorigen 
Paragraphen und aus bem Umftande folgt, daß n die Anzahl 
aller Wurzeln einer Gleichung des nten Grades ift. 


$. 335. 


Und ift eine Gleichung f — 0 vorgelegt, welche nicht bloß 
einfache Wurzeln hat, fo fann man auch beftimmen, wie viele 
verfchiedene reelle Wurzeln ред бен zugehören, und wie viele 
davon pofitio find, wie viele negativ. — Denn wenn man ben 
größten gemeinfchaftlichen Theiler t zu f und of, auffucht, und 
Me Gleichung 

f 


1,79 


bildet, fo fommt man wegen $. 331 auf ben vorigen Paras 
graphen zurüd. 
$. 336. 


Es fei gegeben die Gleichung £— 0. 9 feien a und b 
wei ungleiche reelle Wertbe, a << b, цо фен welchen eine, und 
nur eine, reele, unbekannte Wurzel der Gleichung liegt. Es fei, 


aw 
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während x alle Werthe von a bis b durchläuft, 22%, е6 роб: 
Но ober ftetd negatio, alfo Of, ſtets im Wachsthum oder ће 
im Abnehmen, und dabei behalte At, einerlei Vorzeichen, gebe. 
alfo nicht durch 0. Dann find, wenn f, unb 225, einerlei Bors 
zeichen haben, ober wenn 25, in abfoluter Hinficht größer ift als 
ofa (beides bedingt dafjelbe, wie fid) zeigen wird), 
fs 
of, ' 
wenn aber fy und 02% einerlei Vorzeichen führen, ober wenn 
2% in abfoluter Hinficht größer ift 016 of,, 
f. f. 
a — of, unb b— of, 
zwei engere Gränzen ald a und b, zwifchen welchen jene unbe- 
fannte Wurzel der Gleichung fid) befindet. 
I. Die zwifchen a unb b befindliche Wurzel der Gfeichung 
bezeichne X. Wir {ереп 


x=a+z=b—7 





8-3 unb В-- 


und еб ift 
fatz fh. = fx = 0. 
П. Nach den Vorausfegungen unterfcheiden wir zwei Haupt- 
falle. Entweder ift 
fa = — unb f,— + 
dabei alsdann für alle Werthe von x von a bis b 
ef — + 
unb 0?f — + aber 0? f = — 
oder e$ ijt 
f,—-- ub h=— 
und dabei für jedes x innerhalb ber Gränzen a unb b 
of = — 
unb 02 = + oder 0?f — —. 
Jeder biejer beiden Bälle umfchließt daher zwei linterfàlle, 
je nachdem bie zweite Ableitung innerhalb der Gränzen a und b 
Веб pofitiv ijt, oder ftetà negativ. 
II. Nah 8. 294 ijt 
fatz — 1. = of, dx 4 Ofaraxdx + .... + Of, „ах 
f — hr = Ofp—zedx + db a ахӣх 4 .... -- дах 
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oder wegen І. 
a) — fa = 0f,dx +... F Ofat zdX 
B) f = == d,  ., dx +.. e. + db dx. 
Die Anzahl ber Summanden jut Reten ift unendlich, und 


zwar ift fie in a) gleich É in B) gleich dl 


IV. Run fei 
fa = —, fi = + 
of = + 
д2{ — +. 


Alsdann find bie fammtlihen Glieder zur Rechten in a) 
unb В) pofitiv, und fie fehreiten in a) fowohl als in P) fteigend 
fort. Das größte von allen ift of, dx. 

Statt jedes Gliedes zur Rechten in a) und EI denfe man 
dad größte of, dx det unb еб folgt, weil in a) bie Anzahl 


der Glieder gleich 4 z = 10, unb in 8) gleich ын 


oder 2 > — — 


(58 fei 


In a) und p) find dann wiederum fümmtliche Glieder zur 
Rechten poſitiv, aber fie fallen, und еб ift 26, ах das größte. 
Dies größte Glied werde in a) und in EI ай jedes einzelnen 
geſetzt, und еб folgt: 

— fa zof, 
fi < z of, 


ober | 2 > — — 
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(à fel | 
3) fa = +, h =— 
of = — 
д°# = +. нэ | 
Die Glieder zur Rechten in a) unb 8) find fammtlid) negas 
ti» und fteigenb, im abfofutec Hinficht alfo fallend, und еб ift 
Хғ, ах abjofut das größte Glied. Died werde ftatt jedes ande⸗ 
ren gejegt, und еб folgt 
— fa > 205, 
f > Sab 
alfo mit dem negativen Werth of, bivibirenb 
| d 
of, 





Z > — 


f 
of, ` 


fa = +, h=— 
of = — 
02Ї---- 
Die Glieder in а) unb B find negatio und fallend, alfo 
db de abfolut das größte, und еб folgt, dies ftatt jedes anderen 
fegend 


z > 





Endlich fei 





V. Die Quotienten T mb S e fin negativ, weil £, und 


Of entgegengefegte Vorzeichen "nm 











fy 
of, 
x dagegen pofitiv, weil bie Zeichen von % unb of überein: 
ftinmen. Daher ift in ben Hin. IV. 2) und 3) 

a+z >a— 
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und in den Fällen 1) und 4) 





B^ 
a | T а— yi >a 
, fs 
b—z <b— zp <Б. 


088 ift а -+z —b —z' = х, und man hat fteigend in ben 
Fallen 2) unb 3): 





& , fo 
a, ap,’ X, b С 2057 b 
in den Fällen 1) und 4): 
f, fy 
в, а zp” х, ғ, Ъ. 
Sn den Fällen 2) unb 3) find bemnad) 
f. fp 
а-- of, unb b — дї, 


üt den Fällen 1) und 4) aber 
fa fy 
à— ML und b— a 
engere Gränzen für x’ ald a und b. 
In den Fällen 2) und 3) ift abfolut 
of, > of, 
und еб haben f, und 024, einerlei Vorzeichen; in den Fallen 1) 
und 4) ijt 
oh — ef, 
und еб führen fa und 225, einerlei Vorzeichen. 
Darin liegt dad (еер. 


$. 337. 


| Nach dem vorigen Paragraph laffen Dë aus den Grängen 
a unb b ber unbekannten Wurzel engere Gränzen a’ und b’ ber, 
ftellen, aus bieden nach den nämlichen Geſetz wiederum engere 
а” und b", aus diefen noch engere Gränzen a” und b" u. f. f. 
Man fann fid) in foldjer Weife der unbekannten Wurzel belie- 
big nähern, und fo weit zwei Grängen, etwa a” und b", in 
ihren Decimalftellen übereinftimmen, fo weit geben fie bie Wurz 
zel felbft genau. Die. Berechnung würde ftd) vereinfachen, wenn 
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man nur die einen Gronn 3. B. а, а”, a” .... zu beflimmen 
nöthig hätte, und man würde mit iden e einen Gränzen aus- 
reichen, jobald die Genauigkeit fih beurtheilen Пере, welche fie 
einzeln gewähren. Zur Beſtimmung diefer Genauigfeit führt 
folgende Erörterung. 
Gà fei 
b —a =q 
unb еб fei 
b — a' = g. 
Die Wurzel befindet fih zwiſchen а unb b’; die Differenz A 
zwifchen der Wurzel, und a’ oder b' ift daher Fleiner аё 9. 
Es ijt entweder 














_ f, 
= ober = — St- 
D fa "m fa 
und a = 87755 unb a — а— qᷓ 
folglich 
, '_ — hf ” 4-1... fy — fa 
Ы — а? = Ь — а 5f ober b'—a'— b— a 25 
' fe — fa 
b. h. 1) q =q — of, 
fs — f, 
oder 2) 9 = $ — Oh ^ 
Run ift 


{& == fe + Mq + 224,9: +. 
f. ==. Ба = d — дЬа + set A e 


oder, wenn wir a unb B als diejenigen, innerhalb ber Gränzen 
a und b liegende Werthe betrachten, für welche bie dritten бн 
der bie ergänzenden find 


2 
3) f, —f + faq + 0262. 


2 
4) fa = fa — ә + 22597. 
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Die Werthe aus 3) und 4) fubftituiren wir beziehlich in 1) unb 
2), und erhalten 





, dfa 

) 9=— 59 
, 224 

6 а= Xu 


Der erfte Auddrud gilt, wenn man fih ber Gränze a, ber ans 
dere, wenn man fid) ber (гате b zu bedienen hat. Beide Aus, 
brüde find pofitiv, ber есе, weil, im бай a gebraucht wird, bie 
erfte und bie zweite Ableitung entgegengefehte Vorzeichen führen, 
ber andere, weil die Ableitungen gleiche Vorzeichen haben, wenn 
man b gebraucht. Wir dürfen daher nur bie abfoluten Werthe 
in Betracht ziehen. 

Die Werthe a, B find unbefannt. @ fei 0?£,, während 
x von а 018 b wächlt [06 роо oder ftetd negativ. Unter dies 
fer Vorausfegung befindet fi 02f,, während x von a big b qu 
nimmt, ftetà im Wachsthum ober ftetd im Abnehmen; und е 
muß entweder 225, ober 225, der größte Werth in abfoluter 
Hinficht fein, welchen 225. annimmt unter dem gedachten Gange 
von x. Diefer größte Werth fei A, dann hat man, weil d fleiz 
ner als д ift 

А . A 
daag 2 oder 9-352 

unb hierdurch ift bie Genaulgfeit der Annäherung bejtimmt, da ` 
à die Differenz zwiſchen ber neuen Graͤnze a’ ober b' und ber 
Wurzel ausbrüdt. Sft T. oder x ein echter Bruch, q ein 
Derimalbruch, fo erhellet, bag dann jede neue Anwendung bes 
Verfahrens im vorigen Paragraphen doppelt fo -viele genaue Фейг 
malftellen liefern muß, ald man bereits von ber Wurzel fennt. 


$. 338. 


Aufgabe. Gà ift eine Gleichung f =Q mit reellen mme: 
rifchen Goefficienter gegeben, zu deren Auflöfung fein Direkter 
Weg befannt ift ober betreten werden mag, man {00 bie reellen 


Wurzeln verfuchsweife beftimmen. 
Wolff's Anal u. Differ. 31е Aufl. 25 
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Auflöfung A) Man fann erftend rein verfuchsweife zu 
Werke дереп. Zu dem Ende fepe man irgend zwei ganze Зар» 
len q und d ftatt x und berechne bie Werthe, welche fx dadurch 
annimmt. Es fei Һ =Q, fy =Q. Nun find zwei Fälle zu 
unterfcheiden, entweder haben Q unb @ ver[djiebene Vorzeichen 
oder gleiche. — Haben Q und GU verfchiedene Vorzeichen, fo bez 
findet fid) zwiſchen q und o wenigſtens eine Wurzel der Glei⸗ 
hung, Man wähle eine Zahl q”, zwifhen q und d liegend, 
und berechne fu = Ө”. Der Werth Q” liegt мо Мел Q und 
HU unb еб haben entweder Q und Ө” gleiche, und @ und Ө” 
verfchiedene Vorzeichen, oder umgekehrt. Führen Q und Ө” ver 
ſchiedene Vorzeichen, fo befindet fic) bie Wurzel zwifchen q und 
q”, haben Q” und Ө” verfchiedene Vorzeichen, fo liegt die Wur- 
y zwifchen q” unb q. Man Hat alfo immer entweder in q 
unb q” oder іп q” und q zwei engere Gränzen, als Ме vorigen 
q unb чт, Мо фен welchen eine Wurzel fid) befindet, und fann 
durch Wiederholung des angegebenen Berfahrend die Girüngen 
enger und enger ziehen, big man Ме Wurzel zunächft in ben 
Ganzen, bann weiter mit beliebig vielen Decimalftellen genau ers 
halten Hat. — Führen Q und @ einerlei Vorzeichen, fo liegt 
entweder Feine Wurzel der Gleichung zwifchen q und q' ober eg 
liegen mehrere dazwifchen. Um zu prüfen, ob Wurzeln zwifchen 
q und o fid) befinden, fege man Werthe, welche zwifchen q unb 
q liegen, (ай x in f; nimmt f für einen ſolchen Werth m ein 
Vorzeichen an, das nicht mit denen von Q und OU übereinftimmt, 
fo giebt еб Wurzeln zwifchen q und o und zwar zunächft we- 
nigftend eine zwifchen q und m, und wenigftens eine zwifchen 
m und 9, und man ift auf den erften Sall. zurüdgefommen; бе; 
halt f für alle Werthe von x zwifchen q und q’ einerlei Bor: 
zeichen, fo liegt zwiſchen q und q' feine Wurzel. Eine Wurzel 
ber Gleihung fann dann nur größer al8 bie größere oder Kleiner 
als die Kleinere der Zahlen q und d fein, je nachdem ber Werth 
welchen f durch bie größere ober durch bie kleinere erhält, näher 
an Rull fid) befindet. Man fege daher (ай x eine Zahl q” in 
f, welche größer ald bie größere der Zahlen q und d ift, oder 
Kleiner al8 bie ffeinere, je nachdem bie Wurzel felbit größer als 
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die größere, ober Fleiner als bie Fleinere ift, fahre fort, bis man 
zwei Zahlen gefunden Hat, zwifchen denen bie Wurzel liegen muß, 
und flage alsdann den oben angegebenen Weg ein, um x näher 
zu beftimmen. 
Es fei A B. gegeben die Gleichung 
xt — 12x — 8—0. 

Wir fegen Йан x wer 5, dann З, und erhalten f5 — 562, 
{З = +42. Daher ift die Wurzel Fleiner ald 3. Segen wir 
2 Вай x, fo entiteht 


f2 — — 11. 

Die Wurzel befindet fid) alfo zwifchen 2 unb 3. 061 
123 = — 2,6 
124 = + 1,3 


f2,35 = — 0,7 .... 
2,38 = +05... 
Mit einer Genauigfeit von einer Decimalftelle ift alfo ble Wurz 
11 2,3 .... Nun findet fid) weiter 
f236 = — 0,08 .... 
{2,869 = + 0,06 .... 
Daher ift bie Wurzel auf zwei Decimalftellen genau 2,96 .... 
A. f. f. 

Es ereignet fid) zuweilen, daß, wenn man {ан x eine Reihe 
von Werthen fegt, fih bie Funktion f juerft dem Werth Null 
nähert unb fid) bann, ohne ihr Zeichen zu ändern, wieder von 
Null entfernt. Man befindet fid) dann jedesmal in ber Gegend 
dnes SRarimumó oder Minimums der Funktion. 

B) Das eben angebeutete Verfahren fann geregelt werden 
und vereinfacht durch bie Anwendung ber vorher aufgeftellten (е; 
fege, und mit Rüdficht auf diefe laffen wir eine zweite Auflöfung 
unferer Aufgabe folgen: 

Die Gleichung f — 0 Babe bloß einfache Wurzeln. — Man 
beftimme nach $. 334 wie viele pofitive, wie viele negative Wur- 
zeln bie Gleichung hat, und ermittele, $. 333 anwenbenb, für 
jede einzelne Wurzel zwei Grängen, до фен welchen fie fid) bee 
findet, fo daß alfo auch zwifchen je zwei folder Gränzen immer 
nur eine Wurzel liegt. Hierauf ziehe man, wie unter A), die 

25 * 


ч 
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Graͤnzen enger, 616 man die Wurzeln mit einer Genauigkeit von 
einer Феста ее etwa erhalten hat. Die weiter gewünfchten 
oder nothwendigen Decimaljtellen ermittele man aber durch Hilfe 
von $. 336. — Wir wollen 4. B. die Gleichung 


x? — 9х + 6 — 0 
im ſolcher Weife lofen. бё ijt hier 
e f—x?—9x--6 
of, = 3x? — 9 
д2{„ = 6х. 


Wir bivibiren 25, durch +3, unb {беп x? — 3 = f!. Die 
Divifion von f burd) f! liefert — бх + 6 al8 Reft; biefeó, ent- 
gegengefegt genommen und durch + 6 bivibirt, giebt x — 1 4 
f?. Die Divifion von f! durch f? giebt — 2 zum Фей, alfo 
ift f — +2. Wir haben demnad 

f —x? — 9x + 6 


f! —x? —3 
f2? —x—1 
f3 = 42, 


Wir {ереп hierin (ай x bie Werthe — oo, 0, +æ und bie 
Funktionen 
f, f, £2, f? 
erhalten beziehlich folgende Vorzeichen 
— оо — | — + drei Zeichenwechfel 
0 ° +—— + 4 Zeichenwechfel 
+o EE E fein Zeichenwechfel. 
Die Gleichung hat demnach eine negative und zwei pofitioe Wur- 
zen. Für x — 10 entfteht 
++++ 
Beide pofitiven Wurzeln befinden fid) daher zwiſchen O unb 10. 
бїс x — 1 entfteht 
Daher liegt eine pofitive Wurzel zwifchen O unb 1, bie anbere 
zwifchen 1 unb 10, unb zwar, was fid) leicht findet, zwiſchen 2 
unb 3. Die negative Wurzel liegt zwifchen ben Gränzen — 4 
unb — 3. — Wir wollen bie zwifchen O und 1 befindliche 
Wurzel genauer bejtimmen. Einige nah A) angeftellte Verſuche 
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zeigen, bag diefe Wurzel а — 0,7 unb b = 0,71 zu Gränzen 
fat. affert wir jegt das Verfahren 169 $. 336 eintreten, fo 
findet fich 


fa 0043 — 
XL тар = — 00057 
8 == 42 -- 000424966... 
folglich 
a— É = 0,7 + 00087 = 0,7057 — d 
b— лг = 0/7! — 0,00424966 — 0,70575033 .... — b'. 


Die Wurzel ift alfo mit einer Genauigfeit von vier Decimalſtel⸗ 
[еп gleich 0,7057 .... 


Wenden wir auf a’ und b’ daffelbe Verfahren an, fo ent 





ftehen 
Я на - = — 0,00001963 .... 
x = 759635 — + 0,00003069 .... 
und als neue Graͤnzen 
a — e — 0,70571963 .. 
v— сын — 0,70571964 .. 


unb еб 1 jegt eine Genauigfeit von acht Decimalftellen erlangt. 


Vermittelſt $. 337 laft fid) eine leicht erfichtliche weitere 
Regelung und wefentliche Abkürzung herbeiführen. 


$. 339. 


Wir wollen eine zweite Methode der Annäherung, bie fos 
genannte Regula falsi, mittheilen. 
Die Gleichung fei 
x? + ax?-! ı be |... У-у 0 
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snb q und o feien gwei verfuchöweife gefundene Graͤnzen für 
eine Wurzel x, der Gleichung, unb 69 fei 
9° J- aq?! +bq? +... +v=0Q 
а” + ag"! + bq*-? 4- ....-- v — Ө. 
Bon jeder diefer Gleichungen fubtrahiren wir die Gleichung 
xj" -+ ax! br... +v=0 
das liefert 
1) (q? —x?) + alq — N) + be? — 9) --....—Q 
2) (9%—х") 4 а(9®—1—х,2—1) 4- (9'"2—х2—2) {-....= ©. 
Nun fel 
а= х, | 9, 9 = х, + Ф. 
Diefe Werthe fubftituiren wir in 1) unb 2). Die Differenzen 
д und Ò zwifchen x, und q unb q' feien fo Fein (b. B. q und 
q fo nahe gelegen), daß wir, ben binomifchen Sag anwendend, 
die Glieder mit den zweiten und höheren Potenzen von 0 und A 
vernadhläffigen fónnen; bann folgt aus t) unb 2) 
пху"—10 | а(п — 1)х,2—20 + b(n— 2)х"—8 J-....— Q 
nx," ^!$' -- a(n — 1)x,^-??' + b(n—2)x 9? +... — Q' 
deshalb näherungsweife | 


H 
2-0 
ф-х Q 
oder q—x Q 
unb hieraus ergiebt fid) näherungsweife 
х q'Q— qQ 
= 8а—0' ` 
Wählen wir 4, B. die Gleidjung des vorigen Paragraph 
x? — 9x +6=0 
fo fei 
q = 0,7 9 = 0,71 ! 
alfo Q = 0,043 @ = — 0,032 
und ев ift 


ФӘ = 0,03053 qQ'— — 0,0224 
qQ—qQ' 005293 | 
Q—q = 007500 — 070973 
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fo daß fid) vier richtige Decimalftellen ergeben. Setzt man 
q” = 0,7057, berechnet fq" — Q”, {о beftimmt dad Vorzeichen 
von Q”, ob bie Wurzel zwifchen q und q” ober zwiſchen d und 
q” befinblid) ift, unb man fann bann baffelbe Verfahren von 
neuem anwenden. Bei biefem Berfahren bleibt es rathſam ſtets 
bie erlangte Genauigkeit zu prüfen. 
$. 340. 

Eine dritte Methode, eine Wurzel x annähernd zu finden 

aus ber Gleichung 
x? ax + bx?-? --....--q— 0 


ober fz = 0 
ift folgende. 

Man beftimme in der Weife des $. 338 eine ganze Zahl 
хү, fo, Daf х gleich ift dieſer ganzen Zahl х,, vermehrt um einen 


echten Bruch L, Sn ber gegebenen Gleichung fubftituire man 


x, + 1 ftatt x und ordne nach ben Potenzen von 2. Diefe 
Operation fann bur den Zaylorfchen Sag erleichtert werben; 
es ift nämlich 
1 225, 1 
(x. + + + -аг "ar 22 Tee 
unb еб entfieht, wenn man mit z^ multipficirt, bie Gleichung 


f, z^ F ofz--...— 
Aus ber erhaltenen Gleichung beftimme man nach $. 338 eine 


ganze Zahl Xn, fo 048 2 = Xu + 4, U. ſ. f,, uff. Da 
1 
Durch ergiebt (id) 


sont! 1 
Xu + хш |... 


фо daß die Wurzel in der Geftalt. eined Kettenbruchd hervorgeht. 
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Mebimgen und Praktifches. 


$. 341. 


Was verfteht man unter einer Gleichung 969 nten Grades, 
warn heißt eine Gleichung geordnet, rein, unrein, vollftän- 
big, unvollftändig, reducirt? Wie gefchieht das Ordnen 
einer Gleichung? Was verfteht man unter den Wurzeln 
einer Gleichung, und wie viele Wurzeln bat eine Gleichung 
nten Grades? Wenn f=0 ift, und е6 wird f = (x—x,) 
(x—x,).... gedacht, welche Beziehung findet zwifchen bem ` 
Wurzeln der Gleichung und ben Wertben x,, X,, .... 
Statt, welche Beziehung zwifchen den Wurzeln der Gleis 
Hung und ihren Goefficienten, namentlich bem von хо? 
Was verfteht man unter einfachen, mehrfachen Wurzeln einer 
Gleichung? Wie wird erkannt, ob eine Gleichung bloß 
einfache Wurzeln Habe; wie wird eine Gleichung mit шеф» 
fachen Wurzeln auf eine mit bloß einfachen zurüdgeführt? 
Wie wird eine Gleichung reducitt? Wie fann man Ме 
Nenner einer geordneten Gleichung fortfchaffen und babel 
eine geordnete Gleichung behalten? Wie viele Werthe hat 


үзса, und wie werden fie erhalten? Welches find bie 


Berthe von Vp 2 qi? Wie wird eine Gleichung des drit- 
ten Grades gelöft? Wie läßt fid) beurtheilen, wie viele 


. reelle Wurzeln eine numerifche Gleichung des nten Grades 


2) 


hat, wie viele derfelben pofitiv, wie viele negatio find, wie 
viele zwifchen beliebigen Gränzen a und b liegen? Welche 
Methoden haben wir angegeben zur verſuchsweiſen Beſtim⸗ 
mung höherer numerifcher Gleichungen ? 


Sind Wurzeln einer Gleichung ganze Zahlen, fo find diefe 
Faktoren des von x unabhängigen Gliedes. Bildet man 
daher alle ganzen Faktoren 069 von x unabhängigen Ge 
реб unb nimmt fie рой Но unb negatio, fo werben bor: 
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unter fih die Wurzeln der Gleichung finden, welche ganze 
Zahlen find. 
3) xt + 2x? — 31x? — 92x +60 = 0 
x—1,x-—2,x-5,x——0. 
1) xt + 10x? + 35x? + 50x + 24 — 0 


x = — 1, x= — 0, x = — 3, x= — 4 


5) x — x? —x H = 0 
—1+y—3 
АИС 
Nachdem 2 ald Wurzel der Gleichung gefunden, wird fie 
bur x — 2 dividirt und giebt Dadurch bie Gleichung zweis 
ten Grades 


х? +-x+1=0 
welche die beiden übrigen Wurzeln liefert. 


6) х-2-(3) 


ЭРГЭН — 
» (eS) —— 
TEE EL 


x?—x2--2x—2—0 | 


x —1,x—d-y—2. 
9) x? + 12x + 63 = 0 


x = —3, х. 8E 5ү—3 
2 7 
10) (5) -8-2 
x — 4,30213 .... 


x? — 2x —5 — 0 
x = 2,09455 .... 
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12) x? — 12x? + 45x — 53 = 0 

х = 5,87938 ...., x = 2,4678 ...., x = 3,6522 .... 
13) x? — 15x? + 57x —94 — 0 

x = 10,38171 .... 
14) x? — 200x +8=0 : 

x= 0,04000..., x= 14,12209..., x=— 14,16209... 
15) x? — 2100x + 24000 = 0 

x == 12,31875.., x = 38,40726.., х = — 50,7260? .. 
16) x? — 7x + 7 —0 

х = 1,35689 ..., x = 1,69202 ..., х = — 3,04891... 


17) xt —2x? + 3х2 —2x +- 8— 0 
Die Gleichung hat feine reelle Wurzel. 
18) xt — 4x? — 56x? — 8х + 4 = 0 
x — 9,795831 ...., x — 0,204168 ...., 
х = — 0,354248 ...., x = — 5,645754 .... 
19) xt — 15x? + 27x? + 26x + 42 = 0 
x = 3,309584 ...., x = 12,690415 .... Die beiden 
übrigen Wurzeln find imaginair. 
20) xt +x? — $x? —х — t —0 

х = 1,369924 ...., x = — 1,703237 .... Die beiden 

anderen Wurzeln find imaginair. 

21) x^ + 4х5 — 16x* — 40x? + 85x? + 100x — 150 = 0 

х = ND, х == --ү5, х = — 2 -Ey10. 

Man beftimme den größten Theiler t zu fx unb at, fepe 
t= 0, entwidele aus diefer Gleihung die Wurzeln, und 
man hat die mehrfachen Wurzeln der vorgelegten Gleichung, 
welche dann durch Divifton auf eine quadratifche zuruͤckkommt. 


22) Zwei leuchtende PBunfte A und B befinden fih in bet 
Entfernung 1 von einander. Die ен Мєн, mit wels 
den А und B leuchten, verhalten fid) wie 1:n. In we 
her Entfernung x von A befindet fih auf ber geraden 
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Rinie AB derjenige Punkt, welcher die geringfte Beleuchtung 
empfängt? 
1 





5—. 
1 + Yn 
Die Intenfität der Beleuchtung, welche A in ber Entfer⸗ 
nung 1 gewährt, fei 1, bie in ber Entfernung х fei y, 
Dann verhält (id) 
1:y = x?:1. 
Die Intenfität der Beleuchtung, welche В in ber Entfer⸗ 
nung 1 gewährt, ift n, bie in ber Entfernung 1—x fei 
у!, unb её verhält fid 
n:y! = (1 —х)2:1. 
Ein in ber Entfernung x von A auf AB befindlicher Фин 
erhält daher überhaupt eine Beleuchtung von der Intenfität 
n 
x2 + (1— x)? 
unb ben geforderten Punkt beftimmt dasjenige x, für wel 
феб diefe биш он ein Minimum ift. Es ift 
2 2n 


6 би 
af — 20222150 
06 = xt T (1—x): 
0f, == 0 giebt 


nx? — (1— x)? —0 


8. 
ober Vn = p gefegt (I. Theil, $. 120 IL) 
[px — (1 — х)][р2х? + px(1 —x) + (1—х)?] = 0. 
Segen wir 
рх — (1—x) = 0 
fo folgt 
2231-2030 
1+P 4 + Yn 
und ba bie zweite Ableitung für dieſen Werth poſitiv auss 
fält, fo ift bie Aufgabe gelöft. 


396 Bom Jutegriren. $. 341. 342. 


23) Сем man iz ftatt x in bem 90004 für Sinx $. 322, 
fo entſteht 
1 = 4701 — 4) 1 — ү) 1 — у) И — ч) 
sek AM 13H... 
unb hieraus folgt 
__2-2-4-4-6-6-8-8-10-10.... 
17 = EECH EECHER 9 -11 .... 
Die Ausprüde $. 322 für Sinx unb Cosx eignen fid, 
die Logarithmen diefer Funktionen zu berechnen. 


Vierzehntes Kapitel. 


Bom Integriren 


$. 342. 


Eine gegebene Funktion f, integriren heißt, bie Funktion 
фх beflimmen, deren erſte Ableitung jene бил оп fx ijt Die 
бий он dx, deren erfte Ableitung fx ift, bezeichnet man burdj 


unb nennt fie dad Integral ber бил он fz. 

Gin gegebened Differential fidx einer Funktion integriren 
heißt, bie Wunftion px beftimmen deren Differential jenes gege- 
bene f.dx ift; und bie Zunftion ф,, deren Differential „ах ijt, 
bezeichnet man burdh 

Јах 
unb nennt fie dad Integral ded Differentials f, dx. 

Das Integral реб Differentiald Ed wird in ber Yunftion 

dargeboten, deren Ableitung fx ift. Demnach ijt 

Sixdx — fh. ` 
Die zweite ber oberen Erklärungen führt auf bie erfte zurüd. Sn 
den Hallen der Anwendung treten {ай ſtets Differentialien auf; 
unb wir werben auch hier und gewöhnlich des Zeichens (ds 
bedienen. 
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Sede befondere бин он beliebig vieler Veränderlichen erhält 
erft dadurch einen beftimmten Werth, daß {ан ihrer DVeränders 
lichen beftimmte Werthe eintreten. 

Зере Funktion ift hier aufzufaffen ald eine Form, vermits 
telft deren eine Klaſſe von Werthen geboten wird dadurch, Daß 
Ван ihrer DBeränderlichen die zuläffigen beftimmten Werthe еіп; 
treten. Das Integriren ift hiernach zunächft zu betrachten, als 
eine SBeftimmung von Formen. 

Srrationale Werthe auszudrüden dienen bie Formen ах, lnx, 
die trigonometrifchen Yunftionen Sinx, Созх, u. f. w., unb die 
Funktionen arcsinx u.f.f. (6 ift шоо, daß irrationale 
Werthe beftehen, welche fid) vermittelft biefer Formen nicht augs 
brüden laffen, die andere noch unbefannte Formen erheifchen. 

Das- Integriren, wie jede indirefte Operation, fann nur ge 
lingen, wenn её auf bie Ausgangspunkte zurüdführt, welche der 
entfprechenden direkten Operation, Mer das Differenziren, zu 
Grunde lagen. Wenn daher dad Integriren eined vorgelegten 
Differentiald nicht glüdt, fo fann dieg daran liegen, daß man 
den rechten Weg verfehlte, aber auch daran, daß man die gefuchte 
Form nicht fennt, nicht zu bilden vermag. 


$. 344. 


1) 9 fr —f, 
2) Set — fi. 
Denn еб bezeichnet /fz diejenige бий он, beren Ableitung 
f, ift, und 25 ift die бий ол, deren Integral gleich ift fz. 


Daher ift aud) 
- | e fT. = (Ob, 


6. 345. 
3f fh. dx = $i 


fo ift, wenn C einen ganz beliebigen conftanten Ausdruck vot: 


felt, auch 
Jfdx = ф, + С. 


Es ift 


' 
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Denn, welchen conftanten Ausbrud C auch vorftellen möge, 
e$ ift immer AC, + С) dé, = f. 

Зи ben Anwendungen Hellt (id) heraus, bag in jedem bes 
fonderen бай. einem Integral dx noch ein conftantes Glied C 
hinzugefügt werben muß, welches nach den obwaltenden Umſtän⸗ 
ben fih bejtimmt. 

Gin Integral heißt allgemein, wenn еб fein conftantes 
Glied enthält, oder wenn das conftante Glied einen beliebigen 
Werth hat; ein Integral heißt ein befonderes Integral, wenn 
e8 ein conſtantes Glied enthält, das einem beftimmten Бай ber 
Anwendung entfpriht. Aus einem allgemeinen Integral pz Fön- 
nen unendlich viele befonderen Integrale dx + С hervorgehen. 
Alle befonderen Integrale eines allgemeinen Integrals find unter 
fid und von biefem nur um einen conftanten Werth verfchieven, 
und ftimmen unter fih unb mit ihrem allgemeinen Integral darin 
überein, dieſelbe Funktion als erfte Ableitung zu liefern. 

Sollten beim Integriren einer Funktion f, bie Operationen 
einen ſolchen Gang nehmen, daß dx + als gefuchted Integral 
hervorginge, fo werden wir bie Gonftante C ftreichen, als über 
flüffig, weil 2(фх + C) nichts anderes ift, als Obx; wit werben 
aber auch die Conftante beibehalten, oder eine neue Gonftante 
hinzufügen dürfen, und hinzufügen, wenn dadurch dem erhaltenen 
Ausdruck eine einfachere Geftalt fid) geben Jüßt. — Ueberhaupt, 
wenn fih ergeben hat /1,0х = px, fo fann die бин он фу 
durch Hinzufügung eines conftanten Ausdrudes umgeftaltet wers 
den; und dergleichen Umformungen führt man aus, um eine 
Funktion auf eine einfachere oder einem beftimmten Zweck ents 
fprechende Geftalt zu bringen. In biefer Hinficht und in Bezug 
auf einige andere Umbildungen bemerfe man die Саве des fol 
genden Paragraphen. 


$. 346. 
1) 66 ijt nad) $. 261 
darc sin ф == — darccosd, 
darc cos dx == — arcsin dx 
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darc tg фу == — Oarccotg фх 
darc cotg dx == — дагсёсф» ` 
u. f. w. 
Sft daher (ds = агсзїпфх, fo ift aud) 
ЈЉ.ах = — arc cos фх u. f. w. 
2) 66 ijt 
д1п(афх) = аф, 
oln * = д1пфх 


eln(— түүн = ôln $i. 
Iſt M Јах = In4,, fo ift aud) /f,dx = 1п(аф„), 


Jidx = з u. f. f. 
3) 69 P 


arctgt + arctgt' = arc ër IL. [$. 176.] 


Sft daher (ds = arctg x, fo ift, unter c einen beliebigen 
х | С 


conftanten Ausdruck verftanden, aud) ff, ах = arets — og. SR 


4) Es iſt 
darc tg ф, == — dage tg (— $x) 
arctg o. = darc tg (— 4) 

Sft daher / х --агс  фс, fo it aud) 
Jf,dx == — arctg (— dx), und /,4х-- sel 2) 

И. m. bergf. | 
6. 347. 

Das Integriren ift, wie jede indirekte Operation, nur im 
Wege des Verſuches ausführbar. Die Verfuche, welche bie frü- 
her behandelten indirekten Operationen (Dividiren, Radiciren) ers 
fordern, ließen fih auf febr enge Graͤnzen befchränfen, fo daß 
. diefe indirekten Operationen faft eben fo leicht vollzogen werben, 


wie direfte Operationen. ine Зил он f, erleidet bie wefent- 
lichſten und mannigfachften Beränderungen, während bie бий 
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tion 9f, aus ihr gebibet wird. Daher ift das Integriren in 
vielen Fällen eine fchwierige Operation, und làft fih nicht auf 
einfache allgemeine Regeln zurüdbringen. Wir werben bie бий 
tionen in Klaffen vorführen, unb die Hilfsmittel zur SBeftimmung 
ihrer Integrale angeben, das eine und das andere fo weit, ale 
ber Sed biefer Abhandlung е6 erlaubt. 


$. 348. 
Zunäch ergiebt fid) eine Anzahl Integralformeln, wenn man 
bie Formeln $. 260 und $. 261 umkehrt, d. Б. in Integralfors 


теп umgeftaltet. Die wichtigften Formeln, welche dadurch ber: 
vorgehen, enthält ber folgende Paragraph. 


6. 349. 
Ge ift 
1) ff + ф)4х = ff dx + fé. dx. 
2) УС дфх + 4x 0f,)dx = dh 
3) TE 9o. dx ==1хфх — Ј(фх of, )dx. 
4) Л. фүдх == fx [Ф.х — TO [$xdx)dx. 
5) Јах = affüx. 











6 f&^of,dx = — 

n [а= 

8) De = arctgf,. 
9) /л == йк = arc sin fx. 


Es ftt nämlich unter 1) zur Linfen diejenige Билл, 
deren erfte Ableitung fx E dx ift; und rechts Пен baffelbe, denn 
eà ift ОСБ E /ф„) nach $. 203 де ф OAI + 2/ф,, und dies 
ift fx E br. 

Die zweite Formel folgt unmittelbar aus $. 204. 
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Auf den Ausdruck unter 2) zur Linfen wende man 1) an, 

das liefert 
ЈЕ, 0ф;х + /ф, Ode = #,ф, 
unb wird hieraus TE A, ах entwidelt, fo entfteht bie Formel 3). 

Das Geje& in 4) zu erhalten, {ере man in 3) d, = fu 

alfo 9$, = Yx; dadurch geht 3) über in 
fT, dx = f, fi, dx — Sl fp, dx)dx 
und das ift dad Gefeg unter 4). 

Unter 5) fteht zur Linfen der Ausdruck, deffen Ableitung 
af, ift, und rechts ſteht derfelbe Ausdruck, denn es iff да/Л, 
` = að ff, = af. 

Unter 6) Debt zur Linfen der 21180104, deffen Ableitung 
Lab ift, und rechts fteht ber gleiche Ausdruck, denn еб ift 





n 4-1 
Die Gefege unter 7), 8), 9) ergeben fid) unmittelbar aus 
6. 260 7) unb $. 261 3), 1). 
Die hier aufgeftellten Formeln werden und ald Grundlage 
zur Beftimmung ber Integrale dienen. 
Wenn man die Formeln 3) oder 4) anwendet, pflegt man 
zu fagen, man integrire theilweife. 


$. 350. 


Bon einer Funktion f beliebig vieler Ausdrüde fann das 
Integral irgend einem beliebigen derfelben gedacht werden; unb 
dies Integral ift ſtets bie Funftion Y, deren Ableitung nach jes 
nem Ausdrud f ift. Das Zeichen 


(ds 
laßt fofort exfennen, nach welchem als veranverlich betrachteten 
Ausdruck (Bier x) das Integral fol verftanden werben. 


$. 351. 


Six oder ff,.dx. 


Beides führt zu einerlei Ergebniß. Es fei Grund vorhanden Hatt 
Wolfe Anal. u. Differ. 3te Aufl. 26 | 


(56 liege vor 
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x eine Funktion ф, zu fubftituiren, und bie Integration nach z 
zu vollziehen. Alsdann muß /f, durch 


19:20. 
erfept. werden, und TE dx durch 

Të Ode dz 
damit das Ergebniß baffelbe bleibe. 

Sft nämlich 
Y: = Л, — f f,dx 

fo ift 

OU, = Ё, 
und fegt man 

х = 4, 
fo folgt паф $. 223 
ду» = CH дф» 


alfo 
Ча = (ës dés == /Лөс2фь dë. 

(8 fpringt dies einfach in bie Augen, wenn man nur be 
achtet, daß bie Wunftion unter bent Integralzeichen [е6 bie Ab⸗ 
leitung der au fuchenden Бин ол: nad) bem Veränderlichen fein 
muß, nad) welchem man zu integriven beabfichtigt. | 

Das Zeichen 


ff. dx 
führt an fid) ebenfalls auf obige8 Glefeb; denn wird 
х = d 
gefegt, fo ift 
dx = 9$,dz. 


Nach vollzogener Integration nah z fann aus ber gewon- 
nenen Funktion Yz bie urfprünglich verlangte Yx gebildet wer: 
beu. Es gefchieht, indem man z aug 

х = ф, 
entwidelt, und den für z erhaltenen Ausdruck, ber eine Sunftion 
von x ift, ай z in Yz fubftituirt. 

Hierin liegt ein fehr fruchtbared oft angewendetes Hilfsmit⸗ 
tel ber Integration, bie fogenannte Subftitutiond- Methode. 
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І. Integration rationaler ganzer Funktionen, 


$. 332. 


Jede Funktion, welche auf bie Form 
а + bx + cx? + dz? +...+ ух" 
gebracht werben fann, heißt eine rationale ganze бий он vom 
nten Grabe. 

Go ift 4. B. x”?(a + хч)" eine rationale ganze Funktion, 
wenn n, q, r pofitive ganze Zahlen vorftellen; denn durch Ans 
wendung des binomifchen Sages und Auflöfung der Klammer 
geht eine Summe von der Geftalt der oberen hervor. 


$. 353. 


Die Integrale aller rationalen ganzen Zunftionen beftimmen 
fif) durch Anwendung ber Gefebe 
1) Sk = d.)dx = /f,dx + f$. dx 
2) Jfaf,dx = affl,dx 








b 3) roh = D 
und . ) fh^ef, = IT 
Beifpiele 
xo 
1) fidx = fx?dx = /х°дхёх — y == Auch nad) 


$. 344 2). 





n __ хэ! 
2) fonds = fx^?oxdx = IT 
n+1 
3) /ах"4х = а/Х"дх = DIT 


4) fadx = fax?dx = afx?dx = ax. 

5) Ma -+ bx — сх?)ах = fa + [bxdx — fex?dx = ax 
+ 4bx? — 1сх3. 

6) (01 — 3х2 + ix? — 12x! )dx = x — 1x? + ax! 
— ix!9. 

7) SIA 4- x2) — x) — (1—x)?]dx = x + 1x? 443° 
— {х*. 

| 26* 
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8) /(3 + Jay + y?)dx = Зх + ӱх?у + xy?. 

9) f(3 + 5xy + y?)dy = Зу + ху? + Ae, 

10) f(a + bx + ex? + dx? + ...)dx = ax + jbx? 
+ ех? + Idx* + .... 


` $. 354. 


Bir maden darauf "darin daß bie Formel (nat dx 
Br 
—n n+1 

det werden darf, fondern nur auf Integrale von der Form 
Лаг х. Zumeilen aber laßt fid) Integralen von der Form 
fh^dx bie Geftalt /tedf, dx geben. 

Es ijt unter a einen beliebigen conftanten Ausdruck verftan- 


den, Dän = | faf, dx; denn man fat + fal,dx = 1 rds 
= ff.dx. St daher in einem befonberen бай bie Ableitung von 
f. conftant, etwa ОЁ, — a, fo fann /f,dx = 1 xcf,dx, eben 








x"dx angewen⸗ 


fo (nde = 4 f£, 0f, dx деер, und bann bie Formel fT, ^ of, dx 
2 nii 
^" n-F1 
== аха, fo ift /х4 4х-- 4 Лаг dx und biefelbe Formel 


anwendbar. Aehnliches gilt für bie Formeln 6. 349 7), 8), 9), 
welches für bie Folge zu bemerfen ijt. | 


auf diefe Integrale angewendet werden. Und ift of, 





Beifpiele 


1) /(5 + x)?dx = /(5 + x)? д(5 + x)dx = 1( 4- x)*. 
2) f(2 + 7x)*dx = HO + 7x)* e(2 + 7x)dx 


= at? + їх)". 

3) f(1 — 3x)?dx = — 4/(1 — 3x)? 9(1 — 3x)dx 
= jQx — 1). 

4) /5х(2 + Зх2)зах = $/(2 + 3x2)? ac + 3x2)dx 
= 30 + 32°. 


n 
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5) f8x*(1 —x5)'dx = — 41 — x*)*. 


aa, (8 + big 
6) f(a + bx)^dx = Б@ БЇ 7 


а—1 үз ду — (а + bx1)* 
7) /х\—1(а + bx?)^dx = Байх 411) b 

Diefe Integrale werden auch erlangt, wenn man vermittelft 
des binomifchen Sages die Klammern auflöft, und bie einzelnen 
Glieder integrirt; еб füllt aber in die Augen, daß іп foler Weife 
die Refultate umftändlicher erhalten werden und in weniger eins 
fachen Geftalten. Dagegen find fie dann frei von überflüffigen 
conftanten Gliedern, während jedes der obigen NRefultate ein con- 
ſtantes Glied in fid) fchließt, welches zum Vorſchein tritt, wenn 
- man bie Klammern befeitigt. 








II. Integration rationaler gebrochener Funktionen. 


6. 355. 
Sede Хил ол, welche auf die Form 
а + bx + ex? + dx? +... 
а х ex? Hd H.. 

gebracht werden fann, heißt eine rationale gebrochene Funktion. 
Eine rationale gebrochene бий он heißt echt gebrochen, wenn 
ber Bódjfte Grponent von x im Zähler Fleiner ift als der höchfte 
Erponent von x im Nenner, unecht im entgegengefegten бай. 

Unecht gebrochene Funktionen verwandeln fi, durch Divi- 
fion des Nenners in den Zähler, in die Eumme einer ganzen 
Funktion unb einer echt gebrochenen. Deshalb bedarf 69 nur 
für bag Integriven echt gebrochener Funktionen der Anleitung. 


$. 356. 


Die Hilfsmittel, welche fid) zunächft für das Integriven gez 
brochener Funktionen darbieten, beftehen in den Formeln 


a _ fnt 
D fird = c. 





f 


~ 
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2) "E: *dx — Inf. 


3) Jf TE 17 rdx = arctgf,. 
Nah der Formel 2) integriren fih ale Brüche von ber 


Und es ift 





1 
Form ad br 


1 __ 1 f%@-+ bx) 
a) REESE aL bx Бак = тоа + bx) 
Nah ber Formel 1) integriven fid) ale Brüche von bet 





1 
Form a by" Es ift nämlich 
1 —n 
В) JS I Kos? — y fe - х) ?(a + bx)dx 
1 (a bx)-?11 1 
—b Zn +1 = — b(n—1)(a -- bxy-t 


Die Formel a) erfcheint af8 ein befonderer Fal ber Wor, 
mel B), ift das indep nicht. Die Formel В) ift nämlich unbrauch⸗ 
bar, wenn n = 1 ift, weil dann der Nenner ded Refultates in 
Nul übergeht. Die Formel а) it daher nicht überflüffig, fon 
dern ergänzt Ме Formel P). 


Bermittelft der Formel 3) beftimmt fid) das Integral 
1 
Jf, Ба Es ift nämlich 


y) ii SUR = [m Wy 


Wenn b negativ ift, ent(tebt hieraus 


1 1 b — 
Jf ua = үзБү-1 tgx FE 
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Der legte Ausdruck laßt Dë durch die Formel 6. 177 3) in 
einen reellen umwandeln; und е6 ift nach diefer Formel 


b 
b — ı VG 
— I aretgx —y—1 = — — Inn 
a 

b 

ШАШЫ e 

—— In 
2Vab 1 X b 
a 
fo daß fih ergiebt 
1 AE + - хүр 





д — 75 —. 
) a—bx? < дү ab "Ya — xyb 
Aus д) entfpringt 
1 1 , xyb — ya 
— d —1n—————. 
9 Ја + bx? хоо 2Vab хү -+ үа 
68 ift nämlich 


1 1 
а= – Је 


1 An + үз + хүр 
at "Ya — xyb 
1 AO — ya —xyb. 
"at "Ya +xyb 











- oder $. 346 2) angewendet 





f. l dx 1 xyb — ya 
— dx = ——In 
— a + bx 2Yab xyb + ya 
Durch Integriren gewonnene Refultate nehmen häufig für 
befondere Werthe in ihnen vorfommender 9lu&brüde bie Form 


F ober imaginaire Geftalt an. Diefe Erfcheinung hat ihren 


Grund barin, daß fih als Ableitungen von Funktionen ganz 
verſchiedener Gattung öfter Funktionen derfelben Art ergeben 
[wozu bie Gleichungen а), 8), y) und д) Beifpiele liefern], waͤh⸗ 
rend bei der Operation des Integrirend die gefuchte Бий он 
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nicht unbeftimmt gelaffen, fondern als eine Funktion von beftimm- 
ter Form vorausgefebt wird. Die Vorausſetzung, als Folge von 
Vermuthung, Wahrfcheinlichkeit, führt, je nachdem fie richtig ift, 
ober unrichtig, zu einem brauchbaren Nefultat, ober zu einem 
unbrauchbaren, oder zu feinem. Ergiebt fi) bei einem Integri- 


теп ff, == т (o berechtigt ein (010069. Süefultat nicht zu bem 


Schluß, daß der Werth des Integrald® TL unenblid) groß fei, 
fondern её muß, weil еб fid) beim Integriven gumádjft bloß um 
bie Beilimmung von Formen, nicht um bie Beftimmung von 
Werthen, handelt, jenes Refultat dahin gedeutet werden, daß feine 
Sunfion von ber beim Integriren vorau&gefegten Gattung beftehe, 
welche dad Integral von f, fein fonnte, ober, was daſſelbe fagt, 
bie zur Ableitung eine Funktion von der Form ber f, gewähre. 
Und ergiebt fih /f, gleich einer imaginairen Funktion, bie in 
Fällen der Anwendung im Allgemeinen unbrauchbar ift, fo darf 
nicht das Integral ald imaginair betrachtet werden; e8 ift nur 
in ber voraudgefegten Form imaginair. In beiden Fällen muß 
` man bie VBoraudfegung Andern und von neuem integriren, wenn 
das erhaltene unbraudjbare Refultat fih in ein brauchbares ums 
geftalten läßt. 


Unter 0) 3.2. läßt fid) vermuthen, Ss I bx (ai kaft werbe 


zu einer Potenz führen, und wir haben, folches vorausfegend, 
vermittelft der Formel 1) das Integral beftimmt. Diefe Voraus⸗ 
ſetzung ift dé richtig, den Fal ausgenommen, dag n = 1 ift. 


Denn Jf T bx dx, eben fo behandelt, liefert ein Refultat von 

der Form V еб beftebt alfo feine Potenz, welche das Intes 
1 1 , 

gral von a bx' oder deren Ableitung aL bx wäre. Unter 

ber abgeänderten Vorausſetzung, жан fei bie Ableitung eines 


Logarithmus, oder Jf; тэд dx fei ein това, ergab ſich 
unter a) ein brauchbares Refultat. 
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f + bx --ү4х ift unter y) al8 auf eine Sunftion von ber 
Form arctg führend vorauógejebt und behandelt worden, und еб 


1 
ergab fid) ein brauchbares Refultat. Jf, руз 


handelt, führt zu einem imaginaire Refultat. Dies [ар fich, 
wie oben gefchehen ift, in eine reelle бил он von ber Form In 
umgeftalten, auch unmittelbar erhalten, wenn man die Vorauss 
fegung dahin abändert, daß diefed Integral auf einen Logariths 
тиб führe, unb die Integration demgemäß (їп einer fpäter zu 
zeigenden Weiſe) vollzieht. 





dx, eben fo be- 


6. 357. 
Die Refultate des vorigen Paragrahen 


1 1 
1) — — pna + bx) 


1 1 
2) fa + Буул х — — b(n — 1) (а + bxi 





1 
3) SES VI pud See 
1--3х|/-- 
1 1 
= — ln 
D Jar 2Vab 4. & b 
a 
2 1 mye + хүр. +xyb 
2 "Ya — xyb- — xyb 
1 1 xyb — xyb — үа 
5 —d —— 
) — а + bx? ин 2Vab хүр тү хүЪ + ya 


und ganz befonders bie Formeln 1) unb 2) bilden bie Grund- 
lage für das Integriren der übrigen rationalen gebrochenen 
Funftionen. 


Wenn nämlich eine gebrochene Funktion z zu integriren ift, 
unb 69 [aft fid) dr durch ein Produkt (a-]- bx)" x Ga Lem x .... 
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audbrüden, fo fann man, wie wir zeigen werben, 2. durch eine 


Eumme 
с , 


, C 
Gb) ta best n 
Mid und alddann ift 


i fo pt Jf ats Ханийн 


sien bie rechts ftehenden Integrale fih nach den Formeln 1) 
und 2) beftimmen. 

Wird eine gebrochene бил ол in eine Summe von Brüchen 
umgeformt, deren Nenner die Faktoren des Nennerd der Funktion 
find, fo fagt man, jene бил он werde in Partialbruͤche zerlegt, 
und nennt diefe Brüche Bartialbrüche. 

Der folgende Paragraph enthält das Nothwendigſte über 
das Zerlegen gebrochener Bunftionen in PBartialbrüche. 


$. 358. 


D Um anzubeuten, daß eine ganze бил ол f, vom nten 
Grade fei, werden wir in biefem Paragraphen ſchreiben на 





f 001; 
пф, 

geftellt, wenn wir nämlich zulaffen, daß im Zähler auch folde 
Eoefficienten Nul feien, deren Verſchwinden die Funktion 2—17, 


auf einen niedrigeren Grad zurüdbringt. 
п—1 
П) & fd — Ч eine beliebige echt gebrochene Жий оп, 


Die Funktion "фу brüde fid) aus durch 009 Produkt der beiden 
Sunftionen Р und Р. 2 P vom Grade q, fo muß nothwens 
big Р’ vom (n — alten Grabe fein. Es fei ferner 
vd A A' 

0 за ар Баар 
und voir wollen zunächft beftimmen, von welchen Graben die 
Sunftionen A und A’ zu denfen find. Aus 1) folgt 

2) 2-16 = A aP + A’.ıP, 


ере echt gebrochene Funktion wird dann durch 
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Sol bie rechts ftehende Summe eine бил он vom (n — 1)ften 
Grade ausmachen, fo muß wenigftend ber eine ihrer Summans 
ben vom (n — (Ben Grade (der andere fann von einem gerins 
geren) fein. Im Allgemeinen ift nicht auszumitteln, welcher Sums 
mand, oder ob jeder vom (n — (ten Grade fein werde, unb 
deshalb ijt man gezwungen, beide Cummanben vom (n — 1)[ еп 
Grade anzunehmen, indem man zuläßt, daß bei bem einen oder 
bem andern noͤthigenfalls folche Goefficienten zu Null werben, 
beren Berfchwinden den Summand auf einen geringeren Grad 
zurücdbringt. Damit А.2-4Р” vom Grade n— 1 ausfale, muß 
A vom (q— 1)ften Grade fein, und damit A -aP vom (n — f)ften 
Grade werde, A’ vom Grade n—q— 1. Und jest erhellet aus 
1), daß, wenn eine echt gebrochene Funktion in PBartialbrüche zer- 
legt wird, der Zähler jedes Partialbruchs um einen Grad niedris 
ger zu benfen ift, ald der Nenner. Es fallt in die Augen, daß 
das Gefeg giltig bleibt, wenn eine gebrochene бил он in mehr 
als zwei PBartialbrüche zerlegt wird. 
n—1 

Ш) G$ fei — Ч 
G6 fei né, = 4P 1P. "P" .... Ш man jene gebrochene 
Zunftion in Partialbrüche zerlegen, deren Nenner in ben. Sunt» 
tionen “Р, 4Р”.... beftehen, fo flage man folgenden Weg ein: 
` Man nehme eine ganze Sunftion. а -]- £x ]- yx? F... -]-xx21 
vom (q— (ien Grade. mit ben unbeftimmten Goefficienten a, B.... 
an, eben fo eine ganze Sunftiou a’ -|- Вх -- .... vom (q'— ften 
Grade u. f. f. und fepe 





eine beliebige echt gebrochene Фил он. 











n—lf. 
аф, 
__94- ВХ-Н ....4|- их 4 «-40Хх--... + a” {+Ё'х-+1-.... 
m ap P q"p" 


Man befeitige bie Nenner, löfe die Klammern auf, ordne unb 
bringe auf Nul. Es entfteht eine Gleichung Е, = 0, in 
welcher Е. vom (п — (ien Grade ijt. Jeder Coefficient ber 
Summe F, muß Null fein nach einem befannten Sat. Man 
fege jeden der Goefficienten gleih Nul, und ед entftehen n ein- 
fade Gleichungen für die Unbefannten a, B...., a ...., deren 
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Anzahl, wie leicht erhellet, ebenfalls n ift, Ме alfo im Allgemeis 
nen fi aus diefen Gleichungen entwideln laffen, und beren 
Werthe nur oben zu fubftituiren find, um bie verlangten аг: 
tialbrüche zu erhalten. 

Sind bie Funftionen “Р.... vom erften Gabe, fo find bie 
Zähler der Partialbrüche conftant. 

IV) Sft 6, gleid) (a + bx)P, unter P eine Funktion ver: 
fanden, welche nicht ben Faftor a +- bx enthält, fo laßt fid) 
zerlegen , , Q 

фу. m" + bx + Р 
während a einen conftanten Ausdrud vorftellt. 
Beiteht bie obere Gleichung, fo muß fein 
1) fx = aP + (a + bx)Q 
für jeden Werth von x, alfo auch für den Werth von x, für 





welchen 
a + bx = 0 
ift, b. 5. für SEN Und wird diefer Werth von x in 1) 
fubftituirt, fo verfehwindet das Glied (a +- bx)Q und еб folgt 
2) a =% 


während x fowohl in f, 016 in P ben Werth — E vorſtellt. 


Der Ausdruck Р ift nicht Null für ben Werth – + von x, Daz 


ber befteht der Coefficient a, und bann auch, wie fid) leicht übers 
fieht, ber Ausorud Q. Daraus erhellet ber Gag. 


Sft alfo bie бил ол x gegeben, beren Nenner dx ben 


Бабо a +- bx einmal enthält, fo ergiebt fid) der Zähler a zu 
dem Partialbruch, deffen Nenner diefer Faktor а + bx ift, wenn 
man f, durch das Produkt P der Faktoren bioibirt, welche außer 
а + bx in ф, vorfommen, unb für x den Werth fegt, welcher 


3 + bx zu Nul шафі. 
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Und ift dx ein Produft (а -+ bx) (а + bx) .... von q eins 
fadjen Faktoren, beren jeder nur einmal (іп ber erften Potenz) 
erſcheint, fo fann bie бий он z nach den Obigen feft leicht 


in q Partialbrüche zerlegt werben, die zu Nennern jene einfachen 
Faktoren haben. 
Der Werth von а unter 2) läßt fid nod anderd auss 
brüden. Es ift nämlich 
0$, = д(а + "fr = (а + bx)9P -]- P. b. 


Für den Werth — r3 von x entfpringt hieraus 
_ 9$. 
Р = b 





und bies in 2) fubftituirt, liefert 


bf, 
3) а= 36. 


unter x ben Werth — r3 gedacht. 


V) 3f фк = (a + bx)"P, während in Р nicht weiter der 
Baftor a JL bx erfcheint, fo läßt fid) zerlegen: 


1) 





$x 
а В y T V 
= (a+bx)" T (a+bx)"! + (a4-bx)»-? Te Тары ГР 
Die Zähler a, 8, .... т find conftant, V im Allgemeinen eine 
ип оп von x. 
(56 ift nämlich 
2) 5. 1 | f 
d, (a+ bx)" (a-J-bx)P 
unb wegen IV) darf man fegen 
f a Q 
аъ арь Р 
Dies in 2) fubftituirt, liefert 
f. a Q 
Ate" (ауар 
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Run ift weiter 
е — 1 _ о 
(a+bx)"-!P  (a--bx)"-? (a-|- bx)P 
während nach IV) gefebt werden darf 
б H 
| 4) (a+ bx)P a bx ^ P 
und wenn man bieden Werth in 3) fegt, entfteht 
5 REI + 
IA а bx* (а Ьу a F bP 
Durch Wiederholung diefer Operation gelangt man offenbar zur 
Behauptung. 
Den Zähler a zu beftimmen, bilde man aus 3) 
6) f, = aP + (a + bx)Q 


unb fege für x ben Werth — * für welchen a JL bx in Null 
übergeht. Dann folgt au® 6) 


f, e — а 
7) “= р’ für хоор 
Diefen Werth von а fubftituire man in 6), entwidele 
f, — aP 
— X * 
8) Q= a -+ bx ) 
{еве den erhaltenen Werth in 4), unb еб ergiebt fih Hieraus . 
а .. 
9) 9 —-p, für х= — т. 


u. f. w. 
VD Rah bem Bisherigen laßt fld) jede echt gebrochene 
Жин он, deren Nenner dx ein Produft einfacher Faktoren ift, 


*) fa — aP ift durch a + bx theilbar. Aus 6) єдий nämlich, 148 
fx — aP Null ut für ben Werth — =. bot x. Genügt aber х = -ү 


ber Gleichung fx — аР = 0, fo muß fx — аР ben Walter x + — enthalten, 


F 
alfo von ber Form (x + )5 oder (a + ъх) fein, und bann ift e$ 
theilbar durch a + bx. 
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in PBartialbrüche zerlegen, welche conftante Zähler haben und 
Nenner von ber Form (a + bx)”. Erfcheinen die Faktoren in 
d, fümmtíid) in der erften Potenz, jo wird bie Zerlegung bloß 
vermittelft IV) vollzogen, erfcheinen die Faktoren auch in höheren 
Potenzen, fo bewirkt man die Zerlegung durch IV) und V) ober 
bloß durch V). Einige Abfürzung findet fih bei den folgenden 
Beifpielen angegeben. | 

Enthält der Nenner d, einer echt gebrochenen бий он quas 
dratiſche oder höhere Faktoren, und wäre man іп einem befonde- 
ren Fal veranlaßt, bie Funktion in Partialbrüche zu zerlegen, 
welche die quadratifchen ober höheren Faktoren zu Nennern haben, 
fo giebt Ш) dazu bie Anleitung; und оттеп diefe Faktoren in 
höheren Potenzen vor, fo hätte man ähnlich zu zerlegen wie in 
1) unter ID. 





Beifpiele, 
› 3 =+*_ шір а р ш 
(2-4 Зх) (4х—9) (х—2) 24-3х 4х —9 х--2 
Man fepe 
З + 5х +x? 


2245 В y 
4 1:3х)4х--9)/(х--2) —— 
Nach IV) ift | 
а 3 + 5х +x? 
(4х — 9) (х — 2) 

für den Werth von x, welcher ber Gíeidjung 2 + Зх = 0 ent 
ſpricht, b. f. für x = — 3. Und es ift 

3—54-4 _ 

(3—90—3—- 7" 

Weiter ift 
84 5х Fx? 
(2 + 3x) (x — 2) 








B 


für x — 3. 


unb 
84 EC +r? D 
‚Sad für x — 2. 
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у 13м Ei _ 4 
(x—2)(x—3)(x—4) ?2(x—4) x—3 2(--2) 
x — 3 o$, $ $ 
3) (x— 5)? (x — 1) — (x—5) @— 5% *x—5 — х-1 
Man fege 
x— 3 2 a В 
G—5*&—0- 0—8: 15—38 
Für y ergiebt fid) nad) m a— des oder — +. 


Лаў V) 7) мин 


P zu erhalten beſtimme man zunächft nach V) 8) 
Q= x—3—4x—1) х—5 =} 

х — 5 ^ 9(х— 5) ` 

unb bann ift паф V) 9) 


Oder man fepe 
x— 3 __ a В y 
(х — 5)2 (х — 1)  (x—5)? + х—9 x—1 
und befeitige bie Nenner. Das liefert 
а) х— 3 = а(х — 1) + x — 5)(х — 1) + у(х — 5). 

Dem x, das urveränderlich ift, darf man jeden Werth bei- 
legen, und baburd) fann man aus ber Gleichung а) fo viele 
Sleihungen herftellen, 018 nöthig find bie Unbekannten zu bes 
flimmen. Sept man hir 4. B. x = 1, x —5, zs, fo tt 
hält man aus a) die Gleichungen. 





— 2 = 16y 
2 — 4а 
unb aus ihnen 
у=—{ 
a = 4 
В = {. 


5 — х 


3 2 
D їх::5)5(3-25) aD 7 (ки 71-37 3-1 
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Man fege | 


5 — х — a y 
ya “(с ta m i ex 
Nah V) ift dann 
| а — 2-2 —3 
3—2 
9 — x — 3(3— x) 


x — 2 


Q = = 2 


unb eben fo weiter gehend ` 
Q — Ө — ВР | 2-02(3--х) 


x—2 6 x—2 —2 





0 wird nach IV) gefunden. 
Ser man befeitige in ber Steigung b) die Nenner; еб 


entfteht: 
c) $—x = a(3— x) + 8(x —2) (3— x) + yx—2)?(3—x) 
+ (х — 2)3. 
Hier fege man x = 2, und еб folgt 
а = 3 
x — 3 liefert 
. д = 2, 


Die Werthe für a unb д [ubfüitulte man in c) unb fege 
darauf x = 0 und x = 1, daß liefert 





2= — В + ?у 
0--48--у 
unb hieraus entpringt 
у= № 
В = 2. 
5--х 2 З — 2x 
9) G—30— 4х 4- x?) =, 3 EECH 
Atari 1.1. 
«патат od х-1 (x42? . 
гол Г 





Wolff's Anal. u. Differ. 31е Aufl. ‚ 27 
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тр 2х tee 2 1 01 5 





x?(x? — 1) x? x? x x—1 
21 
x+1 
— x4 1 1 2 
8) 1--?x —x* — + 


х34(54-1)3 x x (x45? 

Schließlich werde bemerft, daß, wenn man in ber Gti 
hung V) 1) die Nenner befeitigt, und bie entftehende Gleichung 
(п — (mal nad) x differenzirt, die Anzahl von Gleichungen ge- 
wonnen wird, welche zur Beftimmung der Unbefannten a, B.... 
ausreicht, und аиб denen fid) biefelben leicht entnehmen laffen. 


6. 359. 


Wenn ber Nenner einer echt gebrochenen Funftion als ein ` 
"торий von Faktoren gegeben ift, welche die Form a -+ bx ober 
(а + bx)? haben, ober wenn man im Stande ift, den Nenner 
in ein (01069 Produft zu verwandeln, fo fann bie Funktion felbft 
nad) bem vorigen Paragraphen іп Partialbrüche zerlegt werben, 
deren Zähler conftant und deren Nenner jene Faktoren find; unb 
das Integral der gebrochenen бий он ift alddann bie Summe 
ber Integrale der Partialbrüche, während diefe Integrale fid) nach 
$. 357 beftimmen. 

Wir laffen bie Integrale ber echt gebrochenen Sunftionen 
folgen, deren Nenner vom zweiten Grade find und vom dritten 
(vorausgeſetzt, daß bie Faktoren ber legtern vorliegen), mit Aus- 
nahme derjenigen, welche geradezu bie Formel S. 357 2) liefert. 


X & 
1) (aL 272% "as + In(a + x). 
(8 ift namlich 

x 2 Bt 1. 

ap Ce Cheese 
Жэ 

folglich Је xdi = „—*/ — 
MES 


паф $. 357) 1) unb 2). 
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dx _ 1 х--а 
2) SS 


X і 
3) Jerca = яриач ацан a) —b In(x-+ b)]. 





а [E t m tb Vb? — ie 
a--bx--cex?  yb2 — 4ас 2cx-+b-+ Vb? — doe 
2 2сх +b 
= ———————aretg ——————-. 
Y4ac — b? Y4ac — b? 
Der erfte Ausdruck dient für den Бай, daß 

b2 — 4ас > 0 
der zweite für den, daß 

b? — 4ac < 0. 
Эй 

b? — 4ас = 0 
fo ift 

dx 1 


а + bx + ex? ех 
Der erfte Ausprud wird durch Zerlegen in Partialbrüche 
gewonnen. Man fege zu dem Ende 
1 1 1 


—lL-1 > == — ⸗ 
а -+ bx + cx с а Рх ae 
und, um ben Nenner іп Faktoren zu zerlegen 


с 
xta Lt 





woraus folgt 


— Zb + yb? — 4ac 
хос 2c 
Die Faktoren find alfo 

b — yb? — Aac 

prt Em 
und 

b b? — 4ас 

x+ ын үх | 


27* 
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Sie mögen bezeichnet werden beziehlich burd) х La unb x ln 
Hiernach ijt 


J: dx 2 f dx 
a--bx--cex? eJ (x 4- at bi 


Das legte Integral ift bereits unter 2) beflimmt worden. Фп: 
bem man bie d 2) anwendet, entiteht 
Jf; 1 _ mit: + а’ 
ees cb’— a) x+h 
unb wenn man hierin bie Werthe für a’ und b' fegt, geht ber 
erſte Ausdruck für das gefuchte Integral hervor. 
Der zweite Ausdruck fann vermittelt 6. 357 3) erhalten 
werden, wenn man den Nenner wie eine höhere Gleichung redu- 
сїй. Man fege deshalb 


-———2 -— b 
“= 
unb ed entſteht 
a b Дас — b? 1 
et. Ae TS 


Nah $. 351 ift jebt 


fo fe 
а Бх | сх? с dac — b? | 2 "ef? 





ác? 2 
b , 
@ ift aber ох, = d 1—3.)— 1, alfo ijt 
1 1 1 
Jm dac — b? ds. 
Ac? — Tz 


Auf das legte Integral wende man $. 357 3) an, unb еб — 
entiteht 


J: — — == — arct se 
a--bx-J-cex?  y4ac — 2 5 YAac — b? 

unb wenn man für z nod) ben Werth x + 2. fubftituirt, ergieb —— 
ſich der zweite Ausdruck fuͤr das geſuchte Integral. 
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Der zweite Ausdruck laßt fid auch aug bem erften bilden 
vermittelt ber Formel 6. 177 6). Es entfteht 

1 In 2cx +- b — yb? — Лас 
yb? — Дас. 2сх + b + yb? — Дас 

V4ac — b? 

Vic Бао 5 Jox 4-5 
unb dieſe Form genügt Dereit8 infofern, al8 fie reel ift, wenn 
die Wurzeln in der erften. imaginair ausfallen. Um genau auf 
ben zweiten Ausdruck zu fommen, werde beachtet, daß nach $. 346 
дагссої  фх == — arctg dx ift; daher darf für den erhaltenen 
Ausdruck geſetzt werben 


und das iſt 


Ts Ts . 1 5. 
ne S 1094 
Für den Fall endlich, bag b? — 4ac, ift 
a- bx -+ сх2 = a + 2xyac + сх? = (үа + хүс)? 
dx dx 
" Л + bx + ох? -/ (Ya + хүс)? 
1 1 


= — — — — [8.357 2 
Ye Va taye цан 


tte 


Die Integrale unter 4) laffen fid) aud) in nachftehender 
Weife aus ben Formeln $. 357 3) unb 5 erlangen. 
Nach der angegogenen Formel 3) ift 


Jag пов 


Oder, wenn man y + x ой x fegt, und weil d(y + х) = dx 
bleibt 


dx 
Serra DUE 


422 Dom Integriren. | 6. 359. 
oder 


dx В 
ф) aF By? 28ух BR "s arc tg(y 4- x) u 
Man {ере nun 
a + py? =a 
2Ву = b 
В = с 
b 
und еб folgt y — 3c 
2 b? _ fac — b? 
"AT Де 
ya8 = 4y4ac — b? 
V=- 
а Ү4ас—Ь? 
yx 2cx + b 


2c 
unb wenn man diefe Werthe in p) fubftituirt, entítebt 


J: dx 2 — arctg 2cx +b 
a--bx--cx? үдас — 2 В удас —b* 


Nach ber Formel $. 357 5) ift 
NZ: В 
J— m a T= gr ven +1 


oder y +x ftatt x eingeführt: 








f — 1 EE 
a + Ву? + 28ух + px? ` зүв" or» Et 
(у 4-x) +1 
Man fege 
— а + Ву? =a 
20) = b 
В = с 
und ед folgt У = 9: 
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Vaß = 4yb? — дас 


ү 2. 2c 
а — Vb? — Дас 





__2 Ь 
у х= 2 1° 
. alfo wenn man fubftituirt 
f. dx 1 Ges + b — Vb? — fac 
a == -шшшшшшш-:10---------шшшшшшш-шэ 
a + bx + ex? ү” — {дас 2cx-J-b + yb? — 4ac 


x dx 
atbxtex? эс inan J a+bx+ ca] 
Es ift 


3) 


o(a + bx +- ex?) = b + 2сх. 
Deshalb {ереп wir 
J: хү йк =, b + 20х — b ix 
BN a -+ bx + ex? 


- Бүх i b 
abe cxi JS ra 


und wenn wir мин das erftere Integral $. 349 7) anwenden, 
entfteht der obere Ausdrud. 


X 2 "8-р ?bx 
9 "E T kaft — — 95а bx 
(89 zerlegt fid) 
X 21 — а 1 
(a + bx)? ` via bx)? + (а + sl 
x? __ За? + 4abx 1 
4) Ja ge = 2b*(a + bx)? + ps Ina -Н рх). 


Se zerlegt fich 


x? 1 | a? 2a 1 | 
(а bx)?  b?l(a-- bx)? . (a 4- bx)? Tad bx ` 
1 1 „xtb 


X 1 
d Jar arD EDES a9 а" 
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— а 


X 
” Ser» (х T» ^ (a—b)- 2) 


b prb 
~ (a— b)? b п Ба 
a? 
10) fs Toner ^ (а) а) 
b? — 2аЬ 
++) n шалан 


dx 
11) Jaco cre o 6-56-5 


1 
aec get 


сауле +a) 


X ` а 
12) EN 


b 
— 550661860) — — ob — o Eto. 
x2 a2 

13) Јела = -96— are 

ах = _ч _ xt. — 
19) эж SENA юэ  a—bg+ E 

1 
T (a ш +175 +bx zl 
Man fepe 

аа ав 

(x 4-9) (a 4- bx цэн х TT q a+bx+x? 
Nach 6. 358 ift a = 
Diefen Werth fubftituire man, und befeitige bie Renner; da 


liefert 
a— bq +q? = a + bx + x? + а — 09 + ч?)(х-Е) 


q—b—x 
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Hiernach iſt 
1 1 ЕЕ зо 9- q—b—x х | 
(x 4- а) (a -- bx + x?) ~ a—bq+ q? x+q ' a+bx+x? 


dx u 1 l: dx 
BM ^ 8—bq-4- q?LJ х--4 


dx х 
+@—®/ u ra E 
Nach 5) ift 


х 2 
Si = tina b bx 4-1) 


2 р dE dx 
2J a+ bx +x? 
biefen Werth fubftituire man, und еб ergiebt fih das obere 
Reſultat. 
x 1 [ Va--bx--x? 
15) Герус тау re de х9 


dx 
rail ru pur 
Es ны fid 





|29 а | ate ] 
КЬ + x?) = pas +q a bx- rx? 
unb baun ijt 
f X dx — 1 -3|- dx 
(x 4-4) (a J- bx 4- x2) a—bq-F-q? Yxra 
dx X 
tf pn + dÉ a -+ bx + x? 
unb fegt man für das legte Integral ben Werth nach 5), ſo er⸗ 
giebt ſich der obere Ausdruck. 


1 б PICS TETUER = la In(x 4- q) 
—+$(a—bg)In(a+bx-+x2) --(43b?q—14ab—aq) 
Es zerlegt fich 


— xX 1 oy. Can 
(х-Ед) @-_Ьх--х°) a—bq-cq?xcq | а--х-гх2 I 


tere) ' 
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Die Formeln 14), 15), 16) find unbrauchbar, {оба 
а — bq +q? = 0 
ift. Dann ift aber | 
а + bx + x? = bq — q? + bx + x? 
= (9 + x9) & — q + b) 
und 
(х + 9) (а + bx + х2) = (х 43-9? x 4 Ь — 4) 
unb bie Integrale ergeben fid) nad) 8), 9) unb 10). 











17) lin nn + ҮЗэге єк s 
3 
während = ү ift. 
Man fege 
1 21. 1 _ _1, 1 
a+bx? b ern b k? хз’ 
fo daß alfo 


ift. Nun zerlegt fid) 














1 21 Е n 2k —x ] 
k?--x? 3k?lk+x k2 —kx rx? 
unb es ift 


Jet аа fet fae 
— 


Auf das legte Integral wende man bie Formel 5) an, unb ` € 
ergiebt fid) 


Js sel" TE Hf ae kx Ее 2 =] 


und Hieraus entfteht der obere 9fuóbrud, wenn man das jepi 
noch vorhandene Integral nad) 4) beftimmt. 
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X —k 
18) Г = — ale — 


2x —k 
— ҮЗ arc tg ——— ky3 ==] 


3 
während к=}/ + ift. 
Man fepe, wie in der vorigen Nummer 
X 1 X 


а bx? Ъ К 4х2 
unb zerlege 


B шин Цэн eura] 


Dann folgt 


Jue "7 8bk sul s Jus 
- ee 


Permittelft 5) geht dies über in 
ye al — — 
а Fox? ` ЗЫК year x: 


=, x] + | 


auf das legte Integral wende man bie Formel 4) an, und es 
ergiebt fich der obere Ausdrud. 


x? 1 
19) I % = ap Int + bx?). 


Es ift nämlich 
(a + bx?) = 3bx?, 
Daher 


^ Xa AL ban, _ 
Js + px; dx = a + bai dx = sch (a + bx?) 
nad) $. 349 7). 
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Beifpiele 


1 
n f4 dx = m Dart 
2) Јах 
X 


3) D qd ox qi -- In — 1). 


(x — 3)? х 2 1 2 9 
9 (E; tubes) = tee 
+ 4ln(1 + х2). 

















50x 1 + 2x =) vu 9— 25x? 
9) (зс ticx— - x? dx = lng xxr 
2 (x — 1)? 
D Ji ты ЕЗ = а —1' 


7 
2 Jaz Tas = 61-25) 


8) с-нт 1 + 4х dx = In(5 4-6x ]-2x?)—Sarc tg(2x 4-3). 


+ 6x + ий 
2G 4-53) (6 + 52): 
аю) 





9) Ге c6) — ) dx 





X 2 2 х — 3 
10) Sesam = 99529) ^ Hin, 
14-2 
11) fr чи Y цэн = а + 2x + 3x3) 
ax - 1 
+ 7 arc tg — y ҮН 





3x x—1)»? ` 
12) SE Sa |» 1 — x — Зх? 
6x + 1 + V13 
+ ү FET = nal 


+ln — 


13) ilr 


x(1 + Эх + "yas =, 
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| 2 — x? 
14) f. a paipa T ienet) 
— Jarc tg(x — 2)]. 
dx 


(a? + ха + axy2)(s? + x? —axy2) 
1 


1 
-/I "wéi, ag | 
Zei a? + exy2 + x? а? — axy? + x? 


u. f. уб. 


dx 














Ш. Integration einfacher irrationaler Funktionen, 


6. 360. 


Die Hilfsmittel, welche fid) für das Integriren irrationaler 
Funftionen zunächft barbieten, befchränfen fid) auf die Formeln 








3 2 he 

1) fh dx = YT 

2) — dx = arcsinf,. 
yi — f? 


Beide reichen nicht weit aus. 

Ein ziemlich fruchtbare Hilfsmittel für das Integriren іста; 
tionaler Funktionen befteht in dem Rationalmachen derfelben durch 
zweckmäßige Subftitutionen. Allgemeine Vorfchriften dafür laffen 
fij nicht аш ен. Man wird bie Subftitutionsmethode und 
andere Hilfsmittel in dem folgenden Paragraphen und in den 
nächften Abtheilungen aus der Anwendung fennen lernen. 


$. 361. 


n+q 
q(a + bx) 4 
bom Lo 


- Denn е8 ift Да + bx) = Efa + bx) 1 O(a--bx) unb 





1) f(a + bx) з ах = 





430 Vem Integriren. $. 361. 


hierauf ift bie Formel unter 1) im vorigen Paragraphen angu: 
wenden. 


(56 ijt dad gegebene Integral gleidh la + bx) * und Died 
ergiebt (id) nad) 1). 





X 2 2) a + bx 
3) GZ = Dia + bx) — RR SC 
Man fege 
Ya-- bx =z 
fo ijt 
2? —a 
5 Б 
ох, = 2 
Z7- b e. 


Betrachtet man in dem gegebenen Integral x af& Funftion vo -n 
z, dann das Integral felbft ald Funftion von z, und will mam. n 
nad) z integriren, fo ift nad) 6. 351 für das gegebene Integr mal 





zu feßen. 
f. SAS, 
———dz 
үа + bx 
unb wenn man hierin bie Werthe fegt, geht 009 Integral über in 
2 
p/e? -- a) 


welches gleich ift 
ДЭЭР __ f122 2 
EE — az) — (iz? — а) 52. 


In bem legten Ausdruck {еве man für z ben Werth, und es ent: 
ftebt раб obere Refultat. 
dx _ 1, VaJ4-bx — ya 
xVa- bx Va eiis 


dx _ 2 ү b 
JEn — 1 + PES | 


und 
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Man fubftituire, wie in 3) unb еб entfteht 

I dx —2 29 = 2 f- dz ==, 
xya + bx 2 — 8 (2— үа)(2 + Va) 

if das legte Integral wende man $. 359 2) ап, dadurch geht 

über in 








1, z— Ya 
ya "z + Ya 
b bieg ift der erftere von ben oberen Ausbrüden, wenn für z 
' Werth gefegt wird. 
Iſt a negativ, fo entftebt. zunächft 
41 2 de 2 ү 1 
Jue =? a--z? ya гү, 
357 3)] und dieg giebt für z = Y—a-bx ben zweiten 
Sdruck. 
5) (aa + bxdx = тз ЗЬ — Zeite + bx)*. 


Man fepe 








ya +bx =z 
2 — 
iR х2 - a 
5, = 2 
D % 


/хүа + bxdx = far — az?)dz = ern — jaz?) 
b wenn man für 2 ben Werth fegt, entftebt ber obere Ausdruck. 
) [i^a == 2ya + bx + Va 1n Уа х — Ya 








Va + bx + Va 
f. V EP dx == 2y—Aa--bx — ya arc tg ү —1 +x. 
Es ift | 
fta. = а + bx dx 
x xya + bx 


—bf— 4 — 21 
=b rut uw 
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Die legten Integrale beftimme man nad) 2) und 4) und еб ent 
ftehen tie oberen Rejultate. 





1 
7) Ya uc = = pesa? 
unb А 
Jh peb + Ya E bx). 


Der erite Ausdruck ergiebt fid) vermittelt $. 360 2). E8 
ift namlich 


Ast fy ey 


— AN dE m = aech) 


Sft b negativ, fo entftebt hieraus 


dx 1 | / b 
Va $ bx? bx: ү--5 ———- arcsinx "a 
ober, wenn man P 171 9 antoenbet 
bx? b 
m i (И 12У) 
— yp 020% a + bx? + xyb) — nya]. 


Das conftante Glied darf де ен werben; bann bleibt bee x 
zweite Ausdruck. 
Der zweite Ausdruck findet fid) auch leicht im Wege ber 
Cubftitution. 
Man {ере 
а) Ya-+ bx? — s — xyb- 
unb e8 folgt 
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1 z2-+a dz 


dx = 2Х,45 = —— 
дү 2? 


Va +bx? = z — хүЬ = жын. 
alfo, wenn man fubftituirt 
dx 1 = 1 | 
— — m — — == — UI 
Va fbx? yb) z үр 


oder wenn man ftatt z den Berth aus a) fegt 
ах ` 











Verb T5 = wat + Ya-+-bx?2), 
в) Narbe T bx y a + Var be: 
fYa — bx?dx = хүа * + y arc sin x 2 . 
Ge ijt 


Jf Va + bx?dx = f ya + bx?exdx 
14810 nad) $. 349 3) 


/Үв + bx??xdx = хүа + bx? — /хдүа + bx?dx 
bx? 
— Md Ta dx 


Obr 
Z Ya + bx?dx = xya + bx? — f ya + bx?dx + Jum 
Diraus folgt 
z4, o XVa + bx? 5 dx —— 
a) [Va + bx? dx = ——3—— + 2) VaL ber 


Das legte Integral beftimme man nad) 7) unb еб ergeben 
fiq bie oberen Refultate. 


/ a+bx2 





dx — — 
9 SE = ye ™b+2ex + 2yc Ya-+bx + cx?) 
dx 1 oe — b 


— — = —-arctg ————. 
ya -- bx — ex? Ye тус Зүс үа + bx — + "ke — сх? 
“Боцрё Anal. u. Differ. Ste Aufl. 
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Das vorgelegte Integral Тарі fid) auf 5) zurüdführen, іп: 
bem man ben Stabicanb, wie eine höhere Gleichung, reducirt. 
Zu рет Ende fepe man 

b 
X —17—7 e 
unb е6 entfteht, ba diesmal dx, — 1 ift 


fa fL 
Va + bx + ex? f Aac — b? Д. 022 


= z hh + ic b? | 022) es) 7). 


Segt man hierin Hatt z den Werth x + Ы unb multiplicirt 


ben Ausdrud in der Klammer mit bem conftanten 2үс (6. 347), 
fo ergiebt fic) ber erfte Ausdrud. 
Den zweiten Ausdruck zu erhalten, fege man 





b 
Х = S 4 PR 
und e8 entfteht 
| 1 1 
Verben — ABT 
ya + bx — сх ED er 1 


arc sin 2m [7)] 


7 Үе y4ac + b2 


2сх — b 





Nun ift 


arcsiny — arctg 





y 

y1—y? 
und шепп man diefe Formel auf ben letzteren Ausdruck anwen⸗ 
det, entfteht das zweite Nefultat. 

Im Wege der Subftitution ift die Integration folgende: 

Man fege 

a) Yatbx + сх? = z — хүс 

und еб folgt ` | 
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а + bx = z2 — ?zxyc. 


22 —a 
X = —— 
b + 2zyc 
dx = 0x,dz = „@r 2 ус + bz + z’Ye + bZ az 
(b + 2zyc)? 
Үа + bx + cx? = z — хүс. 
-(8- z2)yc + bz 
bh ус 
unb еб entfteht, wenn man fubftituirt 


/ dx —? dz 
Ve -+ bx + ex? b + 2zyc- 
— lano + 2yo 
Үс 
— аф + 2сх + 2үс үа F bx -- сх?) 
= 


indem man zulegt für z ben Werth aus a) fegt. 
Man fege andererfeits 
Va + bx — cx? = zx — ya. 
unb e$ folgt Ш 
b — сх = z?x — 2zya 





_b+ 22Үа 
rers 
(c—2)?Va — bz 
dx — ox,dz = ? (c S 
Va + bx — cx? = zx — ya 
| bz — (c— 22)Ya 
— с-{-22 


f. dx L9 dz 
Va +bx— ex? | c+ 2? 
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= — — arct 2. 
Ve ус 
ober ben Werth für z aus D) fegenb 
/ 2 dx _ aper Ya + үа + bx — ex? 
ya + bx — ex? үс хүс 


Noch ein anderer Weg ijt der: 
Man hat nad) 7) 


dx 
2 In 1 59: 
= Зүй m (хүВ` + Ya + £x?) 





alfo 


d(y + x) 1, 2 
———— — — Wë 2 


oder 
dx 
IP F Буг + Zënn + Sai = дааа 
+ Ya + Ву? + 28yx + 8х2]. 


Nun fepe man 





а + Ву? = а 
2py = 
В = с 
Ъ 
unb еб folgt ‚=. 
unb, menn man fubftituirt 
dx 1 b — — — 
— jene + x) Vc + Ya 4-bx 4- e? 
2141 mb 4-2сх + 2үс Ya + bx + ex? 
TÉ 2ye 


oder, bie überflüffige Gonftante ftreichend 


dx 1 — — 
— —tttt = —_] 2 . 
Ve bri yc n(b + 2ex + 2yc Yya+bx+-cx?) 
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Andererfeits ift nad) 7) 


"de ` 2 1 y 4 
Ya Bx VE * arcSinx 2 


aljo 
dy +x _ __ 13 
ран ревно my 
oder 
dx 
Se 7 pm 
Nun fei 
а — Ву? =a 
— 28у = 
— В z= — C 
b 
und еб folgt у=—5; 
` Дас +b? 
~ 2c 


unb, menn man fubftituirt 





fE Lues ab 
Va + bx— cx? Ve ydac + b? - 
== Ly +bx + ex? 


—— 
Va + bx + cx? 


x 


—dx 
ya + bx + ex? 
| b 


Es ift 
0(а + bx + ex?) = b + 2cx. 
Nun feßen wir 
x — =+ b + ex — b 
Va +- bx + cx? 2 "Va bx + cx? 
—6 +bx+ ex?) Zar + bx + ex Ee 
unb еб folgt 


X b dx 
Ј Va4-bx--cx? SCH = уро x BS rictus | 





| i 
т Ya + bx- + bx + cx? 
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x? 2cx — ЗЬ —— — 
ya + bx + ex? u е eem 


+ (es — dM E Va + bx + cx? * + ex? 
Es ift 


2 = _a + #0х + 20x? 
хүа + bx + сх —— I bat ох 


unb wenn man rechts die einzelnen Summanben bividirt, darauf 
integrirt und 10) anwendet, bd fif die obere Gleichung. 


2) dx —_1 2a-|-bx—2ya Ya+bx-+cx? 
xya 4- bx + сх? P x 


J: dx — 2a + bx 
xy — a+ bx + сх? =y" Za a Y—2a + bx + cx? 
Man fepe 
х= 1 
2 
alfo А 
0х, = — 72 


und е6 ift 


0х, 2 dz 
Jarra" — 
—— RT + 2az + 2ya Vaz? + bz + c) [9)] 


oder, für z ben Werth 1 — x gelegt 
- WEE cx? 
- 1, .———— 


x 
1 x 
= —— In ————————————————— 
Va Ъх + 2a 4 2ya үа + bx + cx? 
und wenn man Zähler und Nenner be8 legten Duotienten mit 
bx + 2a — 2ya Va + bx + ex? multiplicirt, und die überflüf 
fige Conſtante ftreicht, entfteht ber erfte Ausdruck. 
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St a negativ, fo entfteht zunächft 


J: OX, da J: dz 

хү— a -+ bx + сх? ү— az? + bz +c 
2az — b 

Ya V — az? + bz + c 

unb wenn man für z ben Werth 4 fet, geht dies über in 


B 1 arctg 2a — bx 
Va — ?92yay—a + bx + cx? 





E 


== 1 arctg 
"Ve 


ober weil 
ð arctgf, == — 0 arctg (— fz) 
1 — 2а + bx 
— t I I 
In ya S сү y— а + bx + ex? 


Beide Refultate werden unbrauchbar, wenn a Null ift. Für 
Helen Г ift 





J: dx “2. 2ybx + ex? 
xybx + cx? bx ` 
Man fepe nämlich 
Vbx + сх? = xz 
b 
unb е6 folgt X = 23-26 
! 202 
OX, = (23 — oy 








OX, __ 2 — 2 
Jm = — ъ/%%=—ъ* 
unb das ift der obere Ausdrud, wenn man für z ben Werth fegt. 


13) fatte = үа - bx + ex? 


dx >f: dx 
ta Xe bx oi Va + bx + ei 
86 fei a + bx + cx? burd) X bezeichnet. Dann ift 
fX. _ [e+bx+ex? 
(a = J: yx? = ух dx 
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1 1 x 
=a ftt + е 184 
=a fz tbf X үх х 10) 


2 1 b fà 
=VX + JE La yx 
und das ift ber obere Auddrud. 
14) [Va F bx p ox dx — 0 + 2000 + bx + ex? 








Ac 
n dac — Sdt dx 2 
8с Va + bx + ex? 
Man fepe . 
х=: 0. 
2c 


fo it 0х = 1 unb 
Ma + bx + ex? dz = [VE + cz? 


und wenn man auf das legte Integral bie Formel a) unter 8) 
anwendet, und darauf für z den Werth fegt, entftebt das obere 
Refultat. 
Oder man fege 
— zan _ [at bx + ex? 
/Va + bx + ex e =. 
dividire jeden einzelnen Summand und wende bie Formeln 8) 
und 9) an. 


15) /xVa + bx + ex? dx = 














(a + bx + cx2)d 
3c 
— SVF bx -+ cx? dx. 
Ge ijt 
o(a + bx + ex?) = b + 2ex 
alfo uu o(a 4- rt сх?) — b 
deshalb 
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faya + bx 3 exi dx 


= (BTS ean ex^) — b ya d bx F cx dx 


== fa -+ bx + сх)? 2(а + bx + сх?) 
— эу [Ya bx + ex? dx 


— @# br p er _ > Va E bx 4 ext dx. 


Beifpiele 


n__ Kä 
1) fyx1dx = fx» = n == — —xyxi. 





2) fxVx dx — $x?Vx. 
3) fs Yxàx = — ben 
4) Аба Aan? 


2 
5) тух — i 


6) ИР = — 6 8709 
хүх үх 5Vx Vx. 


7) fV3x + 2dx = 8(3x + 2)y3x + 2. 


e (— ак) iyya F an. 
3x3 F аз ах? )2 


д) (Za Dei зраз). 
ya? — 4x3)? 


10) fa үх ©* == 2ln(1 + үх). 
Man fepe үх = z. 
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dx a ë 6. 6 
11) | = 2)x — 3yx + вух 6ln(1 + Үз). 





3_ 


үх + yx 
Man fepe x = 25. 
12) dx — (x + 1)yx4-1 — (x—byx—1 
үх-14-үх--1 


Man multiplicire Zähler unb Renner mit 
Ve +1 — үх — 1. 


dx — — 
13) Fair — In(5 + 2x + 221 xy3 F D. 


ү? + жа, үй x V3 x 





14) үз x 
— jln(5 + 2x + 2V2 + x V3 4- x). 
1 yi -+ x — 1 
In Y ` 





хү1--х(1--ү1--х) 1-4-ү1--х 
Man fee V1 4- x = 2. 
— — 
Xa EXP ac үглэх, 
® / күк 
Man fege 1 -- х = 26. 
D f хү x ах = ЭИ x 
y1 4- x —y1 +x 
6 _ 


3 — 3)Y1 +x 6x—6)y1--x 
фр 











+ 
— 61n (yi + x — 1). 
Man fege 1 --x — 2°. 
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Nachtrag 
zu ben Integralen, betreffend den Ausdruck a + bx + cx?. 
6. 362. 
I. 
Wir {ереп 
. 1) y=a-+bx-+ сх? 
unb е6 ijt 


2) ду = b + 2сх 
3) 22у = Ze, 
Hieraus folgt 
2y0?y = 4ас + 4Ьсх + 4c?x? 
ду? = b? + 4Ъсх + 4с2х2 
ао, und wenn wir рес Kürze wegen 





dac—b? = p 
feben. 
4) 2уд2у--2у? = dac — b? = p. 
ин П. 
Aus 4) ergiebt fid) nun 
__р + 2у? 
y 203у 
1 20?y 
5 
) гу p» 
1 
——02у 
__2  Yp 
Ч. 2 
Үр 1+ (27 
үр 
alfo 
1 2 ду 
— == —-arctg—— 
Y yp Vp 
b. b. 


J: dx 2 arc b + 2сх 
a-Fbx--ex?  Vdac bi удас bi. 
Das ift bie eine ber Formeln unter 4). 





444 Зот Integriren. 6. 362. 


ПІ. 
Es ift unmittelbar анд 5) 
1 20?y 


Y Qy—y—pQy T үр) 
alfo, in Partialbrüche zerlegt 





d'r ty 
1  Ү-р | Ү-р 
У 4Фу-Ү-р 9у-Ү-р 
==] 
ү-р2у-ҮүҮ-р ду ++ ү—р 
folglich 2 
A 04 „Vor 
Y Ү-р 2у-Ү-р 
b. f. 


f, 1 _ 1 „P ?ex — yb? — 4ac 
а + х + сх2 үЬ2 _— 4ас b-+2ex + yb? — Aac 
Dag ift bie andere Formel unter 4). 


IV. 
3i 
Дас — b? = 2уд2у — ду? = 0 
fo folgt 1 —9°-У — 29-292 
8 у — ду? = су су 
1 2 
alfo y Se 


b J; 1 AN 
ooer а +bx+ex? b-+ 2ex 
| V. 
Aus 4) folgt, indem man 3) beachtet 
(2үс Vy + dy) (2үс Vy — ду) = 4ас — Ъ2. 


Die Baktoren zur Linfen bieten mancherlei Beziehungen, die 
mitzutheilen bier nicht der Ort ift. Inzwifchen bilden wir 


2(2үс Vy + oy) = Ve y {у + 927. 
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Зот Sintegriren. 


445 
Dies liefert 3) beachtend Ш 
г(гүсүу + гу) = ei Qyc y + oy. 
Daraus ift 8 
A _ 1 29@yeyy Lä 
Vy. Ye 2yeyy+°y 
alfo 
1 1 — — 
— = (ду + 2үс yy 
у y T 
oder 
(= 
Ya + bx + ex? 


a + 2cx+2ycya+ bx + сх2). 
C 
Das ift bie Formel 9). 


| VI. 
(68 ift 
„ду _ 2%уүу — iy Pay 
Yy y 
” 2уд?у — ду? 
2уүу 
Daraus folgt 


_ Үу 
Ve  2уд2у--0у! 


oder, wenn wir 3) beachten, unb c alà negativ vorausſetzen 








ду 
12 Үу 
Үу ge HI 
2y 
үгү 
= — — c yy 
y 
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45014110) ift 
1 1 ду 


V^ w Baue 





b. 5. 

f. dx 1 b — Mes 
———————— a эээ ———arc tg —— — . 
ya + bx — ex? үс дүс Va -+ bx — cx? 
Das ift bie andere Formel unter 9). 

VII. 





Es ijt 
2(дууу) = Vy 22y + 1y oy? 
_ Oy? + 2у02у 
2Vy 
__ 4уд?у — (2y02y — ду?) 
De 
` Всу — (dac — b?) 





und daraus folgt 


— ut —, dac —b? fi 
/Үу = fow + Y gy 
oder 


SYa+bx+ ex?dx = Le + 2cx)ya + be + сх? 


Дас — b? dx 
dee re! 
Das ift bie Forme! 14). 


IV. Reduction - Formeln. 


6. 363. 
@ ift, unter X den Ausdrud а -+ bx" verftanben 


m ` ХЭНХ?Р npb mn p—1 
D ухеХрах = mi mni XP—!dx. 
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x»^HXPH  m—n--1 
nb(p+1) nb(p+1) 
xm+1Xp+1 | (m+n+np+1)b min 
a(m--1) | a(m + 1) ft" X9dx. 
xm-nt1Xp+1 (m—n--1)a 


Ш) ſxmXxvdx = T ба-а Xp+dx, 





III) f x" XPdx = 





I шр — — — — — | m-—n 
V) fi*X*dx b(m+np+1) Баатар 1) * Хах. 
x"TiXP npa 
mYpdx — ш Үр-- 
V) fx?XPdx sten amt !dx. 
m+1Yp+1 
VD ſanxdx = — EDU  m+natnp+i fex. 


an(p+1) ^ ашр- 1)" 
Es ift namlich 
1) Oxmt!X» — (m + 1)x^X? + npbx»t*»X»-1, 
Für XP werde recht (a-]- bx^)X»—1 fubftituirt; dadurch entftebt 
2) Ox? t!XP? — (m + 1)ах"ХР-! 5 (m 4 1 + np)bxutrXr-—1, 
Ferner werde in 1) X — a ftatt ban gefegt; das liefert 
3) Ox" HX? — (m + 1 + np)x" X? — npax? Kri, 
Die Gleichung 1) integrire man unb entwidele jedes еіп: 
zelne der Integrale; dadurch ergiebt fich 
х®+1ХР прЬ 











4) f x" Храх = mpi — m р 1 fi xumtnXp-Idx, 
mHX?P m41 
m4nYXp—ldy — х — m 
9) fxeisX?-!dx apb npb Jm Хах. 


Die Gleichung 2), eben fo behandelt, liefert 


myride = A (0--1-Бар) pn Lag 
6) fx X» dx—imlbDb —— 95 ТЭХР-14х, 
mix» 
mJnYp—1 — X 
7) fxmet*X»—idx bm Е F np 
| m + f)a пур 
СЕЧЕ" T ар)/* Хеч, 
unb aus 3) entiteht 
m _ xmHX? - npa шүү. 
8) fX Хх = id np + шїї ap^ ХР-14х. 
m+1 
9) /кёХР-4х = — TEL m T fan Xrdz. 


npa 
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In den Gleichungen 5) und 7) fege man m — n ай m, 
unb р + 1 ítatt p in den Gleichungen 6) unb 9) р + 1 ftatt 
p, unb die Gleichungen 4) bis 9) find alddann bie oben aufs 
geftellten. 

Durch bie Anwendung der Formeln D) bis VI) wird ein 
Integral von der Form /x”(a + bx")P auf ein anderes Inte- 
gral von derfelben Geftalt gebracht, in welchem aber jeder ber 
Erponenten m und p, ober 000) ber eine, fid) geändert hat. Und 
awar wird durch bie Formel D) m vermehrt und р vermindert, 
durch ID) umgekehrt m verringert, р vermehrt. Die Formeln IIT) 
und IV) laffen p ungeändert, vergrößern ober verringern aber m; 
bie V) und VI) dagegen laffen m ungeánbert, vermindern oder 
vermehren aber p. 

Da durch bie Anwendung irgend einer der Formeln D 59 
VI) ein Integral von der Geftalt /x"X» auf ein anderes von 
berfelben Geftalt gebracht wird, fo fann duf das erhaltene Snte- 
gral wiederum jede der Formeln angewendet werden, u.f.f. Man 
gebraucht bie Formeln, um bie Erponenten m unb p in abfolu- 
tec Hinficht zu vermindern, und wiederholt bie Anwendung ber 
Formeln, fo lange dadurch noch eine Verminderung möglich ift. 
Um einen pofitiven Erponenten zu verringern, muß man Formeln 
anwenden, welche jenen Exrponenten vermindern; um einen negas 
tiven Exrponenten in abfoluter Hinficht feiner zu machen dagegen 
Formeln gebrauchen, welche jenen Erponenten vergrößern. 


Es fei 3. B. gegeben Sa хауаз, Die Formel D giebt 





ух 1 __хзуѓах = — CH x?) — fx(1 — x2)! dx 
weiter ift nad) 1) 
Jx* хаах ——x-(1-— x2) —fa- хзу—% x 
unb wenn man biefen Werth fubftituirt, entfteht 
3 i 
(1—х2) 1— х2) а 
— = С UI 4 2 
ovas EN. 
= 02-6000 arc sin x. 
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Wenn für befondere Werthe der conftanten Ausdruͤcke Ме 
Nenner in der einen und der anderen der oberen Gleichungen in 
Null übergeben, fo bleiben bie übrigen Gleichungen anwendbar, 
oder die Integration ijt in anderer Weiſe zu vollziehen. 

Formeln, durch welche Integrale anf andere von derſelben 
Geftalt mit verminderten Exrponenten gebracht werden, nennt man 
S ebuctiondzormeln. 

















6. 364. 
Gs if b 
m ndx — CX AË (px + peH 
D fax + b)"(px + 9)" dx = (n + 1)р 
+ art (ах + 0)"— рх + q)*tdx. 
m айх — Vx + 00" (px + д)" 
II) /(ax + b)"(px + 9)" dx (m + 1)a 
GE D^ (ax + БУУ (px + opd, 
m adx = C + b" (px + д 
Ш) Sax + Б)" рх + gode = In F Dp 
(ax + БУУ (px + q)"dx. 
(ax + БУ" (рх + etH 
m ndx = -—————— —— — 
IV) fax + b)"(px + 9) (m + 1)(aq + bp) 
2 
— GO DLE ap^ (ax + b)" (px + q)^dx. 
m adx = GX + DË (ps + 4)" 
V) е9 (px + 9)" dx = (m+n+la ` 
ef (ах + b)" (px + q**!dx. 
m adx — (8х + Б)" (px + gon 
VI) fax + b)” (px + q)^dx = (n + 1) Фр — а) | 
(m 4- n + a f (ax + b)"(px + q)^*!dx. 


— (n4 1) Фр — ад) 
Wir (ереп ах + b =y 
px + 9= 2. f 


о Anal. п. Differ. Ste Aufl. 29 
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(8 ijt 
1) С(уг2111) = (n + f)py?z" + mayn-z»t1 
= [(n + 1)p(ax + b) + ma(px + q)]y2-iz^. 
Run ift 
ma(px + q) == трах + may + mpb — mpb 
== mp(ax + b) + m(aq — bp) 
und wenn man bieden Werth in ber zweiten Form von 1) fub; 
ftituiet, entiteht 
2) ona" = (m + n + 1) py"z^ + m(aq — bp)yn-!z". 
Andererſeits iſt 
(n + 1)р(ах + b) = (n + 1)арх + (n + Dbp + (n 4 1)aq 
— (n + 1)aq 
= (n + 1)а(рх + 4) + (n + 1)(bp — aq) 
und bied in ber zweiten Form von 1) fubftituirt, liefert 
3) (yPz^t?) = (m + n + 1)ау2—12%+1 
+ (n + 1)(bp — aq)y™— tz". 
Aus 1) folgt jegt 
ymgnti — (n + Эр Гу? z^ + ma  /у—122+1 
und daraus 
) S шуп — — yz m—1,n+1 
0 ЈУ (а + бр -aF Dp ` 
ferner 
m—154n--1 yrn (n + Dp myn 
Joet = 2 — m Јува 
oder, wenn man hier m + 1 Hatt m ы n— 1 ftatt n fegt 
ymtizn 
ЖЫ uis a D 
a) und p) find nun bie Formeln D und ID. In ähnlicher 
MWeife ergeben fih aus 2) und 3) die Formeln Ш) 68 VI). 


6. 365. 
Es ift, unter y pen Audru a + bx + сх? verftanben 
D 20 ba 
vm | m— 1) (dac — b?jy dem 
2c(2n — 3) 1 


ин (n— 1) (4ac — b?) yn 
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m fo = (b + 2сх)у" ү Bag — b п(4ас — b?) ya-ı, 


“7 2c(2n + 1) 2c(?n + 1): 
Es ijt 
ду = b + 2сх 
02у = 2c 


2уд2у--2у? — dac — b?. 
Vergleiche ben vorftehenden Nachtrag. Berner ift 
999 __ у" 79?y — (п — Dy" oe? 


yn vin? 


` y?y — (n — 1)oy? 


__ [2у02у oy — 1) — (2n — 3)yd?y 
e o 0 
= (n — 1) (dac — bel — 2e (2n — 9 
und daraus -folgt 7 
Ч, , ду. "na сп — 3) | 3, 
y — (n — 1) (4ac — b2)y^71 (n—1)(4ac —b2). 
Daß ift bie Formel ID. 


Die Formel IT) ergiebt fif) aus D, indem man —n + 1 
für n fegt, und darauf Ten entwidelt. 


$. 366. 
@ ift, unter y den 21100114 a + bx + ex? verftanden, 








xmtlyn nb 
mon — — — — fymn+Hun—i 
D Tode = mr 1 а 1175 у dx 
2 Ge i [х®+%уз—14х, 
| myn LQOX"yM m m—1yn-H, 
Ib fxs y'dx = cp a Db у“ Нах 
2c 


E xmtlyndx, 


xeciye | m — 1 
Un 4 1)e (п 4- de 


— 2: (jede, 


Ш) /x?y^dx = ra Lee AR 


29* 


9 
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nyade — LUTE (ш п 2% pn 
IV) Zem = in Оа в JI 
(m 4-2n 3- e 6 16 л 
Шин Еэ je 
тутду — xmynti 
D Jera = a Fati GERD AT У 
__(m + 2р +2 atin 
Са а b yd 
xm—lynH (m — 1)a 


VD (ned = (m+2n+1)e  (m4-2n-1)c 
(m + n)b x" y'dx. 





/хэс-Зул dx 








— (m + 2n +1) 
xmtiyn 
үш fryd: = seri a A yd 
^ m i n T 1 mari y d 
my n+1 
УШ) sde = -aF Fia T "ris are E Jx7y"tdx 
| tu ын, х+Зуп дх. 
m—1un+1 
D) тунах = I — D /хв-ЗууНах 
+ — far yrdx. 
Ce ijt 
Oxmtly? — (m + 1)х”у" + их" tiy»-i(b -+ 2cx) 
oder 
a) Oxmtiyn — (m + 1)x"y? -+ nbxz ty»! + 2nexm+t2yn-1, 
Ferner ift 


(m + (spe = (m + 1)x"(a + bx + ex2)y7-1. 
Dies in а) gefebt liefert 
B) Ox*Hy» — (m + (eege? 4 (m + n + (bet? 
| + (m + 2n + 1)ex?t?y»-1, 
Alsdann ijt | 
nxmti(b + 2сх)у*—1 = == nx” (bx + 2сх2)уз—1 
= nz (y — a + xà)yi-t 
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und dadurch geht bie erfte Gleichung über in 

y) дх®+!ув — (т + n + 1)x”y® — nax?y?-! -]- пох®+Зуз—1, 
Die Gleichung a) integrirt liefert 

аа) hien — (m + 1)/х"у" + nbfx"»tiy»-i 
+ 2ncfx"táys-1 
und daraus folgt 
/хэул == = T i -/хэНу n—1__ m 1-1 4 Saty n—1. 

Das ift bie Gleichung Т). 
Weiter folgt aus aa) 


Л хэНу n—1 — — ` m шин L — fx» y'!—4- o xm 3yn-l, 





Hierin {фе man m — 1 (ай m, und n + 1 (айл, das lies 
fert die Gieidjung Ш). 

Endlich folgt aus aa) 

m+i1,n 
Jt = — — fxny? — * р fatty n=l, 

Hierin fege man m — 2 ftatt m, unb НӨ ftatt n, und еб 
entfteht bie Gleichung Ш). 

Aehnlich ergeben fid) die übrigen Gleichungen aus 9) unb y). 














6. 367. 
SALA 
1) a*i +7 — | 
REN 
? Kee (5 EP 
Pris ccm 


. Wi ‚ 
+ 55 arcsinx. 
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1-4-6 

9, Ла dr = т SE 
2.4.6 

ттн 





cue 7 (Ба газаа) 
5) en c х пз vi—x? 
5:3-1, 11--ү1--х 








+8420 — x 
- x? u x. 
6) fx*1 + x?) зах = — Ad - х2)2 8(1-4-х2) х2) 
, + łarctgx. 
D fé E — ло аюв 
v3 2x 
8) /х2(х4-х2) "dx = — T ES 
| + In(1 + 2x + 2yx + x2). 
p [VE „a0 Mater. 0c 
x? ax? ` 


— ln „HET 


(1 + 2x) (3 + 2x М 9x2) 
ЦЭГ хан ASA 
2X +1 + 1 
zm jj eta ya 


V. Integration trigonometriſcher und Kreis⸗Funktionen. 


6. 368. | 
1) f Sinxdx = — Cos x f Sin $,04,dx == — Cos 4,. 
2) fCosxdx — Sinx f Cos $,9$,dx = Sin ф,. 
3) figxdx = —lnCosx ^ и. f. w. 


4) [Cotgxdx == InSinx. 
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9) fSinx Cosxdx = 4Sinx?. 


6 жесе; = —Intgx. 
7) I = Intg ix. 


dx 
8) I = Inte AC le + x). 
Die Formeln 1) und 2) erhellen aus $. 000. 


Weiter ift 
Sinx "Соз X 


figxdx = J бозук == — Cosx 


- Dag ift bie Formel 3); und Ahnlich ergiebt fid) A 
' бй 
f SinxCosxdx = /Sinx0Sinxdx = 4Sinx?, 
Das ift bie Formel 5). 
Dann ift 


LA 
d __ f: Cosx? nt 
SinxCosx « tgx negx 
Das ift die Formel 6). Auch entfteht diefe Formel, wenn man 


3) unb 4) abbirt. 
Ferner ift 


dx = — In Cosx. 





m = y кыбы ix 
und ba$ giebt, wenn man 6) anwendet, bie Formel 7). 
Endlich ift | 
"de "| dGr + x) 
Cosx J Sin(iz La 
unb раб giebt die Formel 8) wenn man 7) anwendet. 











$. 369. 
m за»... SinxmtlCosx"-! 
1) fSinx?Cosx"dx = nd 
п — 





+ Ir Bum х" 2 Cos x”—?dx. 


m | 1 
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Sinx?-! Cos x*t! 
n T 1 
m—2 n+2 
4L nr — 1 fSinx Cosx"t2dx. 
Sinxmt1Cosx"t1 
m--1 
m + п T? m n 
+ mti 4— / Sinx?*?Cos x? dx. 


Sinx?-! Cos хэ! 
m яд n 


! Sin хо? Cos x^dx. 


2) fSinx"Cosx"dx = — 











3) fSinx?Cosx^dx = 





4) fSinx"Cosx"dx = — 
` m — 
I 
Sin x"t1Cosx"t1 
n 4-1 
4-2 + M -f Sin x» Совх dx, 


Sin x?! Cos x?-1 


m+n 





5) fSinx"Cosx^dx = — 





6) fSinx?Cosx^dx = 





(55 ijt 
a) oSinx*?t!Cosxz?t! — (m + 1)Sinx"Cosx"t? 
— (n + 1)Sinx"*?Cos x^. 

Run ift | 
(m + 1)Sinx?Cosx?*t? — (m + f)Sinx" Cosx"(1 — Sinx?) 
== (m + f)Sinx? Cosx? — (m + 1)Sinx?t?Cosx? 

Dadurch geht а) über in 
В) 2Sinx"t!Cosx"t! — (m + 1)Sinx? Cos x? 
— (m ++- n + 2)Sinx"t?Cos x^, 
Andererfeit ift 
— (n4- 1)Sin x**?Cos x^ — — (n+ 1)Sin х Cosx"(1—Cosx?) 
== — (п + 1)Sinx? Cos x" + (n + 1)Sinx? Cosx"+2 
und dadurch geht а) über in 
y) OSinx*t!Cosx^t! == — (n + 1)Sinx"Cosx" 
-+ (m + n + 9Sinx"Cosxtt?, 
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Aus a) Bat man 
аа) Sinxmt!Cosx*t! — (m + 1) /Sinx"Cosx"t2dx 
— (n 4- 1) f/ Sin xmt?Cos x^dx 
unb daraus folgt 
in xti n+1 
SSinx"Cosx’t?dx = Бїх" Совх 


m- 1 
n+1 ,.. 
: m--3 n 
+ | Sinx Cosx”dx. 





Hierin fee man n — 2 {ан n und еб entfteht die Formel 1). 
Weiter ift aus aa) 


. Sin x ^1 Cos xt 
ГЅіпх2+ Соз x^ dx = — mx Goss" 


п --1 
+= E m rënnen 





unb dies liefert m2 " m gefegt, bie Formel 2). 
Aehnlich ergeben fid) bie übrigen Formeln aus 6) unb y). 











6. 370. 
TN Sinx^- :Созх | 
1) fSinx" dx ————— 
n—1 

2) /Совх"4х = —— — Sy Cos x^—?dx. 

Cosx 2 1 
3) Jas dx = — (n —1)Sin x”! T аст, n—1 Sind 

1 Sinx п — 2 1 | 
4) Sa! x = (n — 1) Cosx* ^ T n. Coss id 
5) ftgx"dx -5t- — figx?—?dx. 
п—1 

6) f'Cotg x^ dx = — Soter — f Cotg x^-?dx. 


Die Formel 1) ен єр анд 6. 369 3), wenn man n ай 
m und Null für n fegt. Die zweite Formel geht hervor, indem 
man in $. 369 4) Null fegt für m. Die Formel 3) zu erhal 
ten, {еве man in $. 369 5) m = — n unb n—0. Die For 
mel 4) ergiebt fid), wenn man in $. 369 6) m = 0 un 


ч 
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n = —n fet. Die Formel 5) folgt aus $. 369 1), wenn 
n = — m, bie ormel 6) аиб $. 369 2), wenn m = —n 
genommen wird. 


$. 371. 
1) fxSinxdx = Sinx — x Cosx. 
2) fxCosxdx = Cosx + xSinx. 
Beide Formeln ergeben fid) geradezu aus $. 349 4). 


6. 372. 
1) fx'Sinxdx = — х"Созх + nx"1Sinx 
— n(n --- 1)/x"?Sinx dx. 
2) fx"Cosxdx = x"Sinx + nx"^!Cosx 
— n(n — 1)/x"-?Cosx dx. 
Sinx? X Sinx"-1Cosx 
n? n 





3) fxSinx"dx = 
n—1 ng 
4 — [x Sin x"-?dx. 


Cos x? xCosx"-1Sinx 
n? n 


SxCos x"-?dx. 


4) fxCosx"dx = 





n —1 
n 





+ 


5) feSinsmdy — X Sinx* — xCosx Sing"! 


m? m 
m —1 . n(n —1 . 
+ ——— fx" Sin x"-?dx — nin —1) Sx""?Sin x? dx. 
m m? 
nx"-1Cosx? , x"SinxCosx»-! 
2 om 


6) /х"Созхтах = 








m 





+ — fx" Cosx"-? dx — WC Ho tens, 
Nah $. 349 4) ift 
a) f/x"Sinxdx = — x"Cosx + n/x"-!Cosx dx 


unb 
p) f/x"Cosxdx = x^Sinx — n/x"-!Sin x dx. 
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Nach diefen Formeln ift 
Sx"'Cosx dx = x"1Sinx — (п — 1)/x"-?Sinxdx. . 
und ` 
fx? Sinxdx = — x^-!Cosx -# (п — 1)/x""?Cosx dx. 
Die eben erhaltenen Werthe fubftituire man in а) unb 8), und 
еб entitehen die Formeln. 1) und 2). 
Es ift | 
fx Sinx?dx = f'Sinx*3xSinx dx, 
oder wenn man hierauf $. 349 4) anwendet 
fxSinx^dx 
— Sinx"-!/xSinx dx — (n—1) f(Sin xs?Cosx fx Sin x dx)dx. 
Nah bem vorigen Paragraph ift 
fxSinx = Sin x — x Cosx. 
Diefen Werth fubftituire man und еб entfteht 
| [x Sinx”dx 
= Sinx” — xSinx"-!Cosx — (n—1)/Sinx?-!Cosx dx 
+ (n— f)fxSinx?-?Cosx?dx 
== Sinx* — x Sin x"-1Cosx — (n — 1)/Sinx"-!0Sin x dx. 
+ (п — 1)/х Sin x^-*dx — (n— 1)/x Sinx"dx. 


== Sinx? — xSinx?*-!Cosx — c Sin хп 
+ (n — 1)/x Sin x"?dx — (n — 1)/x Bin ands, 
Hieraus folgt 


n/x Sin x" dx 
Sin x? 


———— x Sinx®-1Cosx + (n — 1) fxSinx^-? dx 





und bag ift, wenn man mit n bivibirt, bie Formel 3). Eben 
fo findet fich bie Formel 4). 
Gem 
ЈГх Sin x? dx = fx"—!Sin mis Sin x dx, 
alfo nad) $. 349 4) 
fx" іп хо dx 
== x?-l!Sinx"-!/xSinxdx — ftam — 1)x?-1Sin x?-?Cos x dx 
-+ (п — 1)x”?Sinx"-1] /xSinx dx) 
ober wenn man für /xSinxdx ben Werth fegt 
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Jx"Sinx”dx 
= x?-!Sinx? — x" Sinx®-1Cosx—(m—1)/x"-1Sinx"-1Cosxdx 
+ (m — 1)/x"Sinx"2Cosx?dx— (n — 1)/x"3Sinx”dx 
-+ (п — 1)f/x?—!Sinx?—-1Cosx dx 
== хп! Bin en — x'Sinx?-! Cosx + (m — 1) fx” Sinz" dx 
— (m — 1) fx" Sinx^dx — (n — 1) /x"-? Sin nde 
TL 8-18 жах, 


Der legte Summand ift най $. 349 3) gleich 


(n — map Sne | (n — m)n— 1) f? 3Sinx"dx, 
| m m 


Wenn man biefen Werth fubftituirt, folgt 


nx? Sin x" . 
m/x"Sin x?dx = — m x Sinx"?-!Cosx 


+ (m — 1)/x*Sinxn-dx — 2—0 fx» Sinxmdx 


und dies ift, durch m dividirt, bie Formel 5). Eben fo ergiebt 
fi bie Formel 6). 


6. 373. 

1) fSin(sx + b)dx == — 2. Совбах + b). 

2) fCos(ax + Ъ)йх = Sinx + b). 

3) ftg(sx--b)dx — — Š In Cos(ax -+ b) u. f. w. 


4) fSin(ex + b)Cos(px + q)dx = — etp ханы 
— Cosa — px + b — al, 
2(a — p) 
5) fSin(ax + b) Sin(px + q)dx = Dr 
__ Sin[(a + px-F-b-- qi 
2(a + p) i 
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6) /Сов(ах + b) Cos(px + q) dx — n 
4 ЭШа— рх +b—gql 
2(a — p) 


Die Formeln 1), 2), 3) u. ſ. w. ergeben fid) febr leicht, 
wenn man ах - b = 2, alfo ox, =-- feet. Es ift 
Sina Cosß = {81р (а + B) + 4Sin (a — 0) 
SinaSinß = 4Cos(a — p) — 4Cos(a Le 
Cosa Cos = 4Cos(a + B) + 4Cos(a — p). 
Man {еве a = ax + b, B = рх + q, integrite unb wende auf 
die redjt8 entftehenden Integrale bie Formeln 1) unb 2) an, fo 
gehen bie Formeln 4), 5) und 6) Hervor. 


8. 374. 
` dx ` 
1) 1525 = tg ix. 


dx | 
2) I = — Cotg}x. 


3) aCosx + b 


dx 1 
a--bCosx ` ya? — b? аге cosg + БСовх 
_ 1 In aCosx-+b-+Yb?2—a2Sinx 
^ Oyb?—a a + bCosx 
Sf а = 0, fo find beide Ausprüde unbrauchbar, und das 
Integral beftimmt fih fofort nah 1) ober 2). 
Cosx . х а dx ' 


4 a--bCosx b  bJ a-J-bCosx 


Sinx 1 
5) (Zur ER b Сонх ^ — yn + b Cosx). 
Es ijt 
dx = f Sec 1x?0(4x) =tg}x 
1+Cosx | B 

















unb 
S —— = [Cosec 4x?94x = — Cotg јх. 
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Das dritte Integral zu beſtimmen, werde 





1—22 
Cosx — 13-33 
9661. Dann ift | 
Sinx ^. 
шиний 1 + 22 
de 
2 — — —. 
Cos x, OT ag 
Ga ift aber aud) 
0Cosx, = — Sin х 0х, 
Az 2z 
«р афа Iren 
2 
und eX, = TF z? 


Hiernach entfteht 
dx CX, 2 1 | 
es gd 1229 = 5 aF bF abt 
2 


2 | | fa —b » 
== VE arc tg z ab (6. 357 3)]. 
Aus 6. 176 5) folgt, wenn man z = y fegt, 








2arctgy — arctg 


1--у?! 
Diefe Formel werde oben angewendet und её ёл ер 


/ 1 dz — 1 t Zoe? — b2 
a--bCosx ya2— b? агс Ba--b— (a— bja? 





Aus 
1 — 22 
Соѕх = (ESCH 
ergiebt fid) 
1 — Cosx 
gd 1 + Cosx ` tgix* 


Diefer Werth werde fubftituirt, und es entfteht, wenn man dars 
auf Zähler und Nenner mit Cos3x? multiplicirt, 

f, dx 2 1 aret Ѕіпхүа2 — b? 

a--bCosx | ya:— b? 5 aCosx-| b 
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und wendet man noch bie Formel 








arctgy = агс соз —— 
yl + y? 

an, fo ergiebt fid) ber erfte von den oben angegebenen 21080: ер. 
Den zweiten zu erhalten, fege man 


E m xm 
unb bringe $. 357 4) zur Anwendung. Daß liefert 
f. 41 da — 1 „Yatb+zyb—a 
a+bCosx чу "Va--b—zyb—a 
1 | wäh 22 Vb a? 4-(b— ауаз 
уба? a -+ b. — (b — а)22 
für 22 fege man ben Werth tg4x? und multiplicire Zähler und 
Nenner mit Cos}x?, und еб ergiebt fid) der andere Ausdrud. 
Die vierte Formel zu erhalten bilde man dneh Divifion 
Cosx 1 a 
a--bCosx b b a--bCosx 
unb integrire. | 
Die fünfte Formel erhellet febr leicht, ра 2(a -+ bCosx) 
== —bSınx ift, alfo 
J: Sinx 4 4 o(a+b Cos x) 
а -ЪСоѕх ^ ЪЈ а--ЫСозх 











{ 








6. 375. 


1) farcsinx = xarcsinx + y1 — x?. 
2) farccosx = xarc cosx — yl — x? 
3) farctgxdx = xarctgx — Iny1 + x? 
4) farccotgxdx == xarccotgx + Iny1 + x? 
Es ift farcsinx dx = farcsinx- dxdx unb nad) $. 349 4) 
fare sin x dx — хагсзіпх — --3--4х 
e yl — — xi 
— xarcsinx + 4 (1 Fl. —x2)dx. 
= xarcsinx + ү — x?. 


Eben fo ergeben fid) die übrigen Formeln. 
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$. 376. 
Und ift X eine beliebige Funktion, fo ift 











1) fXarcsinxdx —=arcsinx/Xdx — fa 
v yl—x? 

2) SXarccosxdx = агссозх/Х іх + uL = dx. 
— х 


3) fXarctgxdx = aretgx/Xdx See 


4) fXarccotgxdx = arccotgx/Xdx + Se 
welched аиб $. 349 4) erhellet. 


6. 377. 
Beifpiele 


1) [Sinx?dx = 4(x — Sinx Cosx). 

2) [Sinx?dx = 4Cosx? — Cosx. 

3) [Cosx?dx = 4x + Sinx Cos x). 

4) [Cosx?dx = Sinx — 4Sinx?. 

5) f'Cosecx? dx = — Cosz + 4lntgix. 
2Sinx? 


6) fSecx?dx = sel + 4Intg(iz + 4х). 
Т) figxt*dx = x — tgx + Itgxꝰ. 
8) f/'Cotgx*dx = ln Sinx + JCotgx? — jCotgx*. 
9) f'Sinx?Cosx?dx = }Созвх5 — 4Cosx?. 
10) fSinx?Cosx?dx = 4Sinx? — jSinx?. 
11) f'Sinx?Cosx?dx = }(x — 1Sin4x). 
12) fSinx?Cosx?dx = jSinx* — 1Sinx®. 
13) ftgx?Secx dx = 4[tgx Secx — Intg(17 + 1x)]. 
14) fSinx?Cosx?dx = — dn — beis |. 


Sinx? 





dx — 2 
15) pp = 4Secx + Intgx. 


1 
16) Ss dx — — 2Cotg 2x. 
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4 __ 8 — 12 Созх? + 3Cosx* 

17) f Sinx-*Cosx*dx = — 38x)  — — 

18) /x?Sinxdx = — x?Cosx + 2x Sinx + 2Cosx. ` 
19) /x?Cosxdx = x?Sinx + 2x Cosx — 25іпх. 

20) fx(6 + x2)Cosx dx =x?(xSinx + 3Cosx). 

21) /x(6 + х2)8шх4х = x?(3Sinx — x Cosx). 

22) f[(x?4-3)xSinx?—1x?]dx = 1(38inx—2xCosx)x?Sinx. 
23) f'Sin3x Соз5х4х = 4Cos 2x — т; Cos8x. 

24) f2Sin?x?Cos?x dx = }Sin 2х — 4';Sin6x. 

25) f'Cos2x osx dx = jSinx + Sin Зх. 

26) f(Cos2x — Sin 2х Sin 4x)dx = 19ш2х + үх Sin бх. 
27) fxarctgx dx = HO + x2)aretgx — x]. 

28) fx?arctgxdx = 4[2x?arctg x — x? + In(1 + x2)]. 


VI. Integration logarithmiſcher und exponentieller 


Funktionen. 
6. 378. 
Geo ift 
x — a" x — a? 
1) Јахах = Ina und /а2х2ф,0х = Ina 


2) /еХах--ех /[Те®*дф„ах = ef, 
unmittelbar nach $. 260 6). 


$. 379. 


Bei bem Integriren der logarithmifchen und exponentielfen 
Sunftionen ift еб wieder die theilmeife Integration, b. B. die An- 
wendung ber [dn Häufig gebrauchten Formel $. 349 4), auf 
welche man hauptfächlich fi angewiefen fieht. 

So hat man, wenn X eine beliebige бин он von х vorftellt 


1) fX(Inx)"dx = (Inx) [X dx — n f | х ху -fx |a. 


Wolff's Anal. u. Differ. 3te Aufl. 30 





A66 Bom Sntegrireu. 6. 319. 
Für X — x" entfpringt hieraus 





й aa, __ ХЭН Inx) m a 
2) fx (Inx) dx "wii 7 m T x (In x) 14х, 
Sn diefer Formel verfchwinden bie Nenner, wenn m = — 1 ift. 


Dann ergiebt fid) aber 
n n+1 
3) fem (In x) dx — (In x) und 








n | 1 

4 dx 2 1 
) snap (п — 1)(InxJe=t 

68 ift nàmlid) 

сак = /(1пх)*д1пх. 
Die Formel 4) ift für n — 1 unbraudjbar; und еб ift 
dx 

5) f. Spe == 1п(1һ х). 

Denn е6 ift 


1 | 
dx X olnx 
ur” IE 5 ——dx = Tux dx = In(Inx). 


Ferner ift, unter X eine beliebige шин von x verftanden 


X Xx OX,Xx 
6) ir х)! dx—— (n—1)(In xy T ат, 55 (Inx)»-i 


Denn е6 ift 
X 1 
f Чих» dx = f Xx dnxy dx 


und hieraus entfteht bie obere Formel, wenn man theifweife intes 
grirt und 4) anwendet. . 
Aus 6) ergiebt fih, für X = x", 


xmti „mt 
9 „Гаа х)" — (n—1) Ani Т п —1 HÀ ass хуваах 


Für ben Werth 1 von n verſchwinden die Nenner. In dieſem 
Fall ſetze man 


a) xmt-z 


fo ift Inx = 
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und, wenn man a) nah 2 differenzürt, 
| (m + 1)x"?x, = 1 
1 
(m + 1)x" | 


iudi f 
JE dox de nz dz 
unb fo бай man 


8) Lë In = [7 während xH =z ift. 


Bon ber Beſtimmung des Integrals f nz dz fünnen wir erſt 


fpäter handeln. 
Endlich ift 
9) finxdx = xinx —x 
welches folgt, wenn man in 2) m = 0 unb n — 1 fegt, ober 
aud), indem man fInxexdx theilweife integrirt. 


$. 380. 


Es bezeichne X eine beliebige Gunftion von x. Durch theil- 
weifed Integriren folgt 
f Xa*dx = Xfa*dx — {0X fa*)dx 
ober, $. 378 angewendet, 


OX, = 


Nun entfteht 











1) fXa*dx = i SEX ds, 
Für X — x^ ent[priugt. hieraus 
.2) fx'axdx = er Lr x^—!gtdx. 


Weiter Hat man 
3) fXa*dx = ах Хах — Ina/(axf/X)dx 
unb X — x^" gefeßt, 


Ina ах 
4) J> dx = GE + — n— SR Set dx. 
Wenn n— 1 ift, ибн die Nenner. Für diefen бай fei 
а) a =z 


30 * 
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Inz 
fo folgt x == Ina 


und a) nad) 2 differenzirt, 
a*Inaóx, = 1 
1 


“7 a*lna 


Jf Lx = fia. | 
х Inz 


Man hat demnach 
ах 1 - 
5) — dx = fi Inz dz, während ах — 2 ift, 


unb Debt fid) auf baffefbe Integral geführt, auf welches wir bes 
тейё im vorigen Paragraph unter 8) geftoßen find. 


alfo 0х, 
unb еб entfteht 


ҮП. Beftimmte Integrale, 
6. 381. 


f$:dx = fi. 
Dann ift, unter C eine beliebige Gonftante verftanben, auch 
f фхах = fz + C. 
In den Anwendungen ift die Gonftante C nicht beliebig. 
Cie beſtimmt fid) jedesmal durch die Bedingung, daß für einen 
gewiffen Werth a von x das Integral einen gewiflen Werth A 
erhalte, während ber vorliegende Fall der Anwendung bie Werthe 
a und A darbietet. Es muß alfo fein 


fı + С = А 


Es fei 


unb daraus ift 
C = A — f. 
Nehmen wir | 
fó;dx = fx — fa + A 
fo enthält das Integral eine б шт Gonftante; denn folte auch 
f. beim Integriren eine überflüſſige Conftante aufgenommen haben, 
fo wird fid) biefelbe in der Differenz fx — fa offenbar heben. 


$. 381—383. Bom Syutegriren. 469 


Das Integral 
S фх = fz — fa + A 
ift nod) eine allgemeine Form, welche durch bie verfchiedenen für 
x zuläffigen Werthe eben fo viele verfchiedene Werthe annehmen 
fann. Gie ift aber verbunden mit einer beftimmten болбол, 
entfprechend der Bedingung, daß das Integral zu A werde, für 
x=a Cet man nod) x gleich b, fo entfteht 
fb — fa +A 

019. ein vollig beftimmter jenem Фай der Anwendung entfprechen- 
der Werth, vorausgeſetzt natürlich, daß ber Werth b für x über- 
haupt zuläffig fei. 

Bei weitem in ben meiften Fällen ift A gleich Null; und 
wir werden fortab ftetd A gleid) Nul annehmen. Sft A nicht 
Жий, fo (8 fein Werth nur einfach anzuhängen. 


6. 382. 


S фхӣх = f,. 
Dann bezeichnet man die Differenzen 
fx — fa unb fy — f, 


S:$xdx unb (éd 


Ji$,dx = f, — f, 

unb f$, dx = fy — fa. 
бере biefer Differenzen heißt ein beftimmted Integral, unb 
zwar das Integral innerhalb der Graͤnzen a und x oder b, das 


mit a anfangende und mit x ober b aufhörende Integral, fchlecht- 
hin das Integral von a bi6 x ober b. 


6. 383. 
Sft /Ффхах = fx befannt, fo hat man fofort 
f^ фхах = fy — fr 
Sn manchen $айеп lat fid) aber auh fP$.dx für be 
ftimmte Werthe von a unb b ermitteln, ohne daß /þ:dx = fx 


(58 fei 


beziehlich durch 
fo daß alfo 
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vorläge; im anderen laßt fid) /2ф. ах näherungsweife herftellen. 
Wir werben hier einiges, und dad Nothwendigfte, von biede 
Gegenftänden erörtern. 


6. 384. 
Es ift 


f? bf ах ae A 29а 9 Ze 2f aL (n—2)k-l----]k 


während k = E ift, unb ZE 1-1 bie Summe ber Werthe 


bezeichnet, bie aus fx hervorgehen, wenn man Pott x nad) unb nad) 
а, a-- k, a+ 2k, .... a---(n— 1)К fegt, eben fo Zefa 1 n—ıx 
die Summe ber Werthe vorftellt, welche aus At erhalten werben, 
indem man Datt x jene Werthe а, a+k....feht, u. f. f. n ift 
natürlich eine ganze Zahl. 

(88 fei f/f, = dr. Dann ift 99, = fx, 22ф, = Of, и. {. w., 
und nad) bem Taylorſchen Gat 


h? 
Papa — Ф = fsh + Oz T 95a + .. 


Man fubftituire k für h, unb nad) und nad) a, a + К, а -]- 2E, .... 
a -+ (п—1)Е für x; раё liefert 

k2 k? 
Pa+k — фа = fak + du + 92 ay + .... 


k? 
dar — Фарк == Lok + 2 кет +. 


k2 

batak — da Lin A = fa 4 qi—iyxk + 0 на-кәт +... 

b—a 
n 





Diefe Gleichungen addire man, unb e8 entftet, da k = , 
alfo a +- nk = b, unb dn — pa = TD ds ift, die Behauptung. 


Das Geſezz erheifcht, daß bie бин ол f. innerhalb ber Grän- 
gm a unb b ftetig fei. 
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6. 385. 

@ ijt 

f Pf; dx = f,-dx + fiia: dx + fid sac: dx F .... х 
р. H. das Integral einer beliebigen Funktion f, паф x und zwi⸗ 
{беп den Grängen a und b, ift die Summe ber Werthe, welche 
erhalten werden, wenn man in f, nad) unb nach bie ftetig auf 
einander folgenden Werthe а, а + dx, а + 2dx,.... b (Ш 
tuirt, und jeden ber fo entſtehenden Werthe wit dx multiplicirt. 

Diefer Sag folgt аиб bem vorigen. Man fepe nämlich n 
gleich oo, fo wird k zu dx, und bie mit k multiplicirten Glieder ' 
-in der Klammer werben unendlich Hein und verfehwinden gegen 
das erfte endlich bleibende Glied; ед ед 01. 

ЈГ de = kZf, | (n 1 
= [fa + Бык + La F e + Ё, (а-к ЈК 

unb daß ift tie Behauptung, ba а + (п — 1)К = b — К, welches, 
für k = dx, gleich b zu nehmen ift. 


$. 386. 


Der Sag des vorigen Paragraphen gilt nur unter ber bes 
fonderen Borausfegung, daß bie Funktion fx zwifchen ben Grün: 
zen a und b ftetig fei, b. B. daß feiner ber Werthe fa, fatar 


Ў, зах «... fp bie Form т ober eine andere unzuläffige Form 
annehme. Diefelbe Beſchränkung erheifcht ber Sag 6. 384. 


$. 387. 


Man betrachte in $. 384 n [febr groß, alfo k febr Hein ` 
unb vernachläffige bie mit k? unb mit höheren Potenzen von k 
multiplicirten Glieder, ald von geringerer Bedeutung, und еб еп» 
fteht, al8 Näherungsformel 

1) f. bf. х == kZfa+(n—1)k 
= КЁ + к + -e F fatma]. 
Nach ber eben erhaltenen Formel ift näherungsweife 
fy — fa = KO re iy. 
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Eubftituirt man diefen Werth in 6. 384, und läßt darauf bie 
Glieder mit k? und höheren Potenzen von k außer Acht, fo ent- 
Debt bie Näherungsformel 
2) Јах == Х| Co 29 + 5% — Ía )] 

= KL, + faqr F fra + ... + fx + 1f]. 
Nach biefer Formel ift wiederum 

fo — fa = k[Z?f, раак + 300 — fa )] 
ab, — da = k[Z0?f, аж + 4O — 22£,)]. 

Sntwidelt man aus diefen beiden Gleichungen ZO, iy unb 
02, (m—rx, fubftituirt bie SBertbe in S 384 und laßt bie mil 
k? und mit höheren PBotenzen von k multiplieirten Glieder außer 
Acht, fo ergiebt fid) ble Näherungsformel 
3) Јах = ЮО, а-к + $5 —Fa)] — Tak? (08 — fa) 

== KD, ++. dfi ac Hif] — rak? (Ofo — 08) 
und alle diefe Näherungsformeln find um fo genauer, je feiner 
К oder je größer n, aber nur brauchbar, fo lange bie Funktion 
f, zwifchen реп Gränzen a und b ftetig ijt. ` 


$. 388. 
Das бїр 
f Pf, dx = f,dx + айх + .... + Бах 
ftimmt bem Wefen nach mit bem in $. 000 überein. Es ift von 
großer Wichtigkeit. 

In den Anwendungen handelt её fid) ungemein oft darum, 
реп Werth der rechts ftehenden Summe anzugeben. Die obere 
Gleichung ift aber eine bedingte. Es fei 

f f,dx = фу 


f bf dx == фь тээ фа 
und diefe Differenz ift endlich, fobald фь und pa endliche Werthe 
vorftellen. Die Summe zur Rechten fann nicht endlich fein, wenn 
nicht ihre fämmtlichen Summanden еб find. Die Gleichung be: 
fteht daher nur, wenn die Sunftion f, fletig ift, innerhalb der - 
Grángn a und b; d. H. nur unter beier Bedingung drüdt das ` 


eiit 
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Integral die rechtd ftehende Summe анд, unb umgefehrt bie 
Summe dad Integral. Diefer Umftand darf nie außer Acht gez 
laffen werben; und er ift fortab ftetà оогандд 606. 

Die Glieder ber Summe zur Rechten konnen zum Theil 
poſitiv ausfallen, zum Theil negativ. Das Integral giebt bie 
algebraifche Summe. Wird in einem befonderen FaN bie або 
[ute Summe gefordert, fo muß man die pofitiven Partieen wie. 
bie negativen Durch befonbere Integrale innerhalb ber betreffenden 
Gränzen berechnen und dann die abfolute Summe herftellen. 

Eind einzelne Eummanden unendlich, fo theilen diefe bie 
Summe in Particen, bie fid) befonders berechnen laffen durch 
Integrale in den betreffenden Graͤnzen. 


6. 389. 


Sft fo. = fa, fo ift (Bé, = f; — fa Und wenn wir ben 
Veränderlichen durch 2 Datt durch x bezeichnen, fo ift offenbar 
aud) (hä, = fo —f. Man darf daher /?P hx = Гоф, дл jegen. 
Diefer Umſtand, welcher ohne Erörterung in die Augen fpringt, 
werde für bie Folge beachtet. 


$. 390. 


Se фх4х = — /`*фхах 
welches aug ber Bedeutung der Zeichen fofort erhellet.” 


Es ift 


$. 391. 
Зм Allgemeinen nehmen wir an, in bem Integral Г? pdx 
fei bie obere Gränze b größer als bie untere a. 


~ $. 392. 


64 ift 
f^4.dx = /`°ф„ах + /2фүд х. 
Es fei 
/Фүдх = fz. 
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Dann ift [фах = f, — f, 
S b ф,4х = fy — f. 
alfo f фодх + /?фхах = fy — f, == f * 4. dx. 
Gewöhnlich fommt das Gefeg zur Anwendung während 
а<с <. 
$. 393. 


Wir finds (rä 


während dx eine beliebige Funktion von х vorftellt, $a unb $,» 


aber bie Werthe bezeichnen, welche fih für z ergeben, wenn man 
dies aus den Gleichungen 


а == ф, 
Ъ — ф, 
entwidelt. 
Es fei vorgelegt 
x dx. 
(58 werde 
X = ф, 


fubftituirt. Man fegt afóbann 
f f;dx = [for 0ф,2 


Г. dés dë = Е, 
fo erhält man hieraus /fxdx, indem man z aug 


und findet fid 


х = d. 
entwidelt, und den Werth fubftituirt. Aus 
. x— ф, 
möge folgen 
2 = фух 


unb banu ijt 
ff;dx = Е фух: 


Hat man nun zu beftünmen 
J if dx 


fo ift dies gleich ` 
Fop — Ефа 
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b. b. es ift 
Гах =f" fo; 0$, dz 
oder, ba e8 gleichgiltig ift, ob z ober x ben urvariabeln Aus: 
rud bezeichnet, — 
Уак = f. WT 
Darin liegt das Geſetz. | 
6. 394. 
Ge ift 


1) (kd = 2° [0х ары 
2) fifdx = Јав + h)dx. 


8) f'f,dx = [tf (x + a)dx. 
1 x 
4) f'f,dx == qat d 


9) f^f,dx —qf baf (qx)dx. 
6) Гах = (b — a)f1f[(b — a)x + aldx. 
7) fof; dx = bf!f(bx)dx. 


8) [ик = ! A GZ 


10) nn LEA | 


11) fhf,dx = Га + b — x)dx. 
12) f? f,dx = f*f(— x)dx. 

13) f*.f.dx = f [fx + f(— x)]dx. 
14) fif,dx = xflf(xz)dz. 


1 [х2 
1 — — — 
15) fifdx => е toas. a 


Die erfte Formel herzuleiten fielen wir ung tie Aufgabe, 
bie Zunftion pz bergeflalt zu beftimmen, bap, wenn wir fie in 
ff, Вай x fegen, das Integral dadurch bie gegebenen neuen 
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Gränzen а unb В erhalte eben wir, unter р unb q unbe 
ftimmte Coefficienten verftanben, 
x= ф, =p +q 

fo muß nach bem vorigen Paragraphen 

b=p +q - 

а == pa +q 
fein, und diefe Gleichungen beftimmen bie Eoefficienten р unb o 
Aus ihnen ergiebt fic) 








_b—a 
He, 
__ #8 — ba 
B—a ` 
Daher ift 
(b — a)z + ag — ba 
фо = EDU 
b — а 
0$. == pa 


unb е8 folgt цар 

e—a + ар — ba |, 

„1 Ban — 

welches bie Formel » e fobald man den DBeränderlichen, nad 

welchem zu integriren ift, ftatt mit z wiederum mit x bezeichnet. 
Die Formeln 2) bis 9) folgen aus 1), fónnen auch nad 

bem vorigen Paragraph erhalten werben; um}. B. 2) zu ent: 

wideln, {еве man 











xzd,-—z-h 

fo ift Ox; = 1 
aus а = ф, = 2 -|- һ 
inb b=d4,=z-+h 
folgt beziehlich z=a—h 
~ z = b —h. 


Daher ift 
f ^f, dx = f» f (z + h)dz 
und dies giebt bie Formel 2), wenn man x фон z fegt. 


6. 394. Vom Syntegricen. 477 
Die Formel 10) zu bilden, fepe man 


2 
z=% = ү 
- 1 
‚ , ^ — — — 
dann iſt 0х, = аа 
Aus а = ф, und b = ф, folgt beziehlih z — = unb 
b | 
2 = Ch Daher ift 
bh 
'j—b 
ff dx = [ —— | A x 
a” a Ltd La 
1—8 


welches, wenn man а = 0 und b=1 fegt, bie Formel 10) 
giebt. . 
Die Formel 11) zu erhalten, fege man 

x = ф, = a + b —z 


fo ift ox, = — 1. 
. Aug а = ф, 
folgt 2 = b 
während аиб Ь = ф, 
2 = a 


fid) ergiebt. Daher ift 
Јах = — f'*f(a + b — z)dz 
unb dies liefert bie Formel 11), wenn man $. 390 anwendet. 
Su 5) fepe man — 1 {ан q, das liefert 
f^ f,dx = — [ftf (— x)dx 
ober nach 5. 390 
f^ f,dx = ff (— x)dx 
unb wenn man —а ай a unb O ftatt b fet, giebt Dies bie 
Formel 12). 
Gà ift nach $. 392 
S-d =S f + ДЖ. 
Auf f? f, wende man 12) an und её entfteht 13). 
Die Formel 7) liefert, wenn man recht z фон x fegt 
[ridx —bfif(bz)dz | 


f 
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uun wenn man hierin x fegt für b, fo entfteht 14). Eben fo 
folgt 15) aus 9). 
Aus 13) folgt für ben befonderen бай, bag f(— x) = fx ift 
JS Бах = 2 [dx 
unb für den Fall, daf f(— x) = — f, ift 


J* Бх = 0. 
$. 395. 
Ctatt f f dx 
werden wir in ber Folge öfter 
deift 
fchreiben. 
6. 396. 
Ge ift 
e[dy/' f, ,]; = det af y]. 
Es fei 


a) Oldyfkxy]x == фу i 
unb еб folgt 
4у/ у = fbx, dX 
Бу = ð (f xy dx), 
Olfz y ]x = [Ol Té, y dX)y lz 


= do Té удх)х]; 
= dé у)у 
alfo dyf д [fx y]x == фх у. 
Aus tiefer Gleichung und ber а) erhellet dad Geſetz. 
| 6. 397. 
Es if 
dx /dy ff, , = dyfdxf fx e, 
(9 fei 
dx ft dyf {ху = Qx,y 
fo folgt 


Бу шин Оф у)хуу 
ду/ах/% у = фху 
unb daraus erhellet der Sap. 
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6. 398. | 
Оду Гауе = ду/ ZO 
а) dyff,, = diy 


dyf ^f, у = Px, m фхүа 
p) 9[dy/ ^f, у] = Ф(фхъ)х — C($x a). 
Aus a) folgt ferner 


Gà i 
Es fel 


unb еб folgt 


Бу шин д(фху)у 
9651 == д[д(фху)у]х = d [д(фх,у)х]у 
? ду/ OI у] = д(фх у) 
y) dy f Af = 9(фх,л)х — (dx ъ)х. 
Und aus EI und у) erhellet ber Sap. 


$. 399. 
Es ift 
de (asf, ®у = dal, del a 
Es fei 
dyfdxffx у = фуу 
unb e8 folgt 
1) fy — 011 (6, y)x,y 
dxf fy = д(Ффху)у 


dx f» f хул? д(Фь,у)у мин dd a Je 


2) de (ost. f, x,y = фы — Pu” — фь, а + фа, Ge 
Andererfeitö folgt aus 1) 
dyf fx xy = 9(Фх,у)х 


dyff Бу = (2Ффх,8)х шин dt, а)х 


b 
3) dxf, delt. = ol фьа — Pag + фа а 
unb aus 2) unb 3) erhellet das Geen, 


$. 400. 


X —dy (ba? 


Iſt 


ч 
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fo ift ' 
OX, = с, дуу — Б.ф 00x + yf ^ fx „Эх. 


Wir {ереп 
| дуу = Еу. 


1) Бу = О(Ё, у)у 


Daraus ift 


und 
2) X= yf, "fy mm Fas, EA 

Aus 2) folgt i 
SX, (Fea J 00,90.) (Fe) Se NF), 
oder 
3) ах, — [Fs — Fs ] ҺӘР), TE 

Nun entfteht Fr, indem in F,,, (ай y die бил ол v. 
gefegt wird. Mithin ift nach 1) Ä 

4) (Е. WM. = KA. 


eben fo 
Э) (Fs, e. == Б. 
Ferner it nach 2) 


2 
oder wegen 6. 396 
2 
б) 3.4, — Fi], ==ду/ eh 

Die Werte aus 4), 5), 6) fubfituiren wir in 3) unb o 
entſteht 

OX, — f, 94, — Б дф, + dy f MEOS 
wie zu eriweifen war. ! 

| 6. 401. 


Die bisher aufgeftellten Gefege find fruchtbare Mittel zur 
Herftellung der Werthe von beftimmten Integralen. 
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Die Gejege in ben $8. 396 unb 397 tragen allgemeineren 
Gfarafter, und Юипеп überhaupt beim Integriren angewendet 
werden. Sie begründen bie Methode deg Differenzirend und Ins 
tegrirend unter dem Integraßgeichen. In den nächften Paragraphen 
geben wir zuerft ein Paar Beifpiele zur Anwendung diefer Me- 
thode im Allgemeinen, und laffen dann bie Ermittelung einiger 
beftimmten Integrale folgen, die Anwendung der übrigen Gefege 
darzulegen. 


$. 402. 
n xmi 
(9 ift fx dx = mt 


Wir differenziren nach m, und еб enifteht 
(m + 1)x"t1lnx — xm 
^ m 
ох ах], ИШЕНЕР 1) 
xmi 
== (тю + 1)ах — de md Dr 
Zur Linfen wenden wir $. 396 an, und erhalten 
d SR” dx], = Sl" le dr 


== /x"Inxdx 
fo daß entfteht 


m+ 
Sx"Inxdx = [(m + 1)Inx — 1]— хат 


GES 
$. 403. 


| d 
Git fuus = rete 


Wir integriren diefe Gleichung nad) a. Der 218014 zur 
Linfen liefert, мий $. 397 anwendend, 


a 
dafaz f = 4х/Ча Т ax? 


a 
1 + a?x? 
2 = ах fS ' дах? 
" 1 + a?x? 


— dx 5 In(1 -+ a?x2) 





— dx Iny1 + a?xà а?х% 
x2 


400018 Anal. u. Differ. 3te Aufl. 31 


482 Bom Syntegrireu. 6. 403. 404. 
Der 9lusbrud oben zur Rechten liefert 
dafarctgax = Ча farctgax- (ax) 
= a.arctgax— 


шү! Les? 
X 


Demnach wird gewonnen 
2x2 1 L a2%2 
ax [ЁН + at? + а?х? _ a-arctgax — ZU + az? + ax 


x 


6. 404. 
Es ift 


xn 
m—1 — 
[x27 dx = — 


, 1 1 
1) dx J. ҳю—1 == —. 
0 т 


Wir integriren diefe Gleichung in den Gränzen von p bis q 
паб m. Die (infe Seite liefert 


q 1 1 
* dm S ol, xm—1 — if. dm ГА xm-1l 
р 0 0 р 


ober, ba 


folglich 


Kiem 1 


Inx 


Jf, mi — x4—-1.— xP—1 
x Inx 

129,4—1. . 1 
2) dm f "ax f x: — ax f — zz zm 


Die rechte €eite der Gleichung 1) liefert 


dm ` 9 
3) Sa =hqg—hnp=ht, 


Daher gewinnt man nad) 2) unb 3) 


129-1 __ yp—l 
, al = 





дт/хт—ї = 
ift, und 








"a |2 
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$. 405. 


af ех? — А 
unb e$ ift 


sf, ST: af, = Af, edy = Аз, 


Andererſeits -ift 


| af, e. df ex? = ај, yf. е 31»), 


Wir fepen 


Es fei 


у = х2 
bann ift ду = xdz 
unb erhalten dadurch, indem Ме Gränzen bleiben 


yf. err.äx/, e? == ах], anf, xe-(1t232)x3. 


Run ift 
o[—(1 + z2)x?], == — (1 + 22)2х. 


yf. e-7? af, ex? 


G8 ift aber 
dxfe- (33) 9[— (1 + 22)х2], = е—@+%)х% 
welches von 0 618 oo genommen — 1 gewährt. Deshalb ift 


2 9 oo dz 
ду], е naf, e? — f, гор 


unb das liefert, ba 
fiu = arctgz 
1237 


ift, von 0 big oo genommen, den Werth 


P 


Das liefert 


31* 
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Folglich 





T 
47^ 
unb überhaupt 
ax, е—*% = yz. 
$. 406. 
Es ijt 
deier = ех 
ex 
delen = u 
(a+bi)x 
(a+bi)x © 
8х/е a + bi 


Hieraus folgt, indem 
| e^ — Cosbx + iSinbx 

ift 

ах ‚се ` e*(Cosbx + iSinbx) 
dx/fe**(Cos bx + i Sin bx) = — —achi — ^ 
oder, Zähler und Nenner mit a — bi multiplicirt 

` e*[aCosbx + bSinbx + i(aSinbx—b Cosbx)] 

— a? + b2 ` 
Links einzeln integrivend und das Reelle dem Wellen, 049 Ima⸗ 
ginaire dem Imaginairen gleich fegenb, entfteht 


ax e**(a Cosbx + b Sinbx) 
dxfe Cos bx = — arb) 
acu p, 8" (aSinbx — b Cosbx) 
dxfe Sin bx = ELE ы ——— 


oder a negativ fegenb 
e-**(b Sin bx — a Cos bx 
dx/e-**Cos bx == ————— 
e-**(aSinbx + b Cos bx) | 
a? + b? 
Mit x = oo verfhwinden bie Werthe rechts, weil е = 0 ift, 
während Sin unb Cos in den Gränzen + 1 und — 1 bleiben. 


dxfe-*'Sinbx = — 
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Daher folgt 


© а 
af, e—*Cos bx = a? + bi 

© ae b 
af. e Sinbx = a? F b? 


$. 407. 





Es ift 
Lax e— ax 
dafe-** = - 
folglich 
p е—4Х — ерх 
adj "= 
X 
Terner ift 
a 
da 43-12 = 4In(a? + b2) 
alfo , 
af a rı, P? + P? 
a? -ъ2 ? а? +b? 
unb 1 
b b 
da f — — da 
vfu 
== arctg E 
alfo 


P P arctg P- — arctg A 

df. ai bi = arctg b arctg b" 
Wenn man daher bie beiden Refultate des vorigen ага, 
graphen nach a in ben Gränzen von q bid p integrirt, fo entfteht 


0 6—4X __ өрх 2 2 
ах f. е Cosbx = An? +b 











q? + b? 
Fort — ерх, __ P q 
az/, x Sinbx — arc ёр arctg 


Das legte Ergebniß liefert noch, wenn man p = oo fet 


und q = 0 
/, Sinbx c 
dx —— == -д-, 
0 x 2 





486 | Bom Sntegriten. 6. 408. 


6. 408., 
(56 (ei vorgelegt 


? Cosax 
o1+x? 
E 


Үзэх * Cos F yr 


und еб folgt nad) $. 398, indem man nach a differenzirt 


Соз 2Кт 3) = — Sinax 
oV, = Усан -+ dh ER xà ———— X 

2 2kz — dx M xSinax 

a? + 4k2r2 Jo 1 + х? 
CR 

21V, — 4akr — dx " x? Cosax 

(a? + 4k222)2 o 142z? 

Demnach ift 


` Aak 
— 32V — EE 
V 02V, x f^ Cosax — (431 kiraya 


Nun ift 


7 
Man fege 





dx/Cosax = — 1 Sinax 


und das liefert, genommen von 0 19 = den Werth Null, alfo 
hat man 

dakr 
Für k — oo ift dies Null, und bemnad) 

у = AN, 
(8 ift aber, unter A unb B conftante Werthe verftanben, 
9(Ae-* + Bet), = — Ae-* + Be* 
9?(Ae-* + Beni, == Ae— + Bes, 
Demnach fonnte man {ереп 
V = Ae? Bes, 


V — 02V, = — 
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Indeß darf. nur gefegt werben 


à) dx JA Cosax — Aet. 





1+x2 
Aus 
Cosax a a 
dx 1х2 = Ае 4 Be 
würde nämlich folgen 
Cosax a a 
i xà == — Ае-—* + Ве 


unb fteigt a 616 оо, fo wird ber Ausdruck zur Rechten оо, wäh- 
rend ber zur Linfen endlich bleibt. 


Die Eonftante A zu beftimmen fege man іп di a = 0, und. 
e$ entfteht, ba 
f: 2-2 == arctgx 
1--х2 7 


© dx 7 
Тру = 95 


Феппаф bat шан 
d xf. m Cosax — Zen 
(ER 2° 


6. 409. 
Man {фе in bem Grgebnig des vorigen Paragraphen ша 
ftatt a und RW Hatt x; das liefert 


dx Cosax т 
— эе 
= 


Hiervon werde die Ableitung nad) a genommen und 69 ёл ер 
d " xSinax т 


х ——— ШИШ — 
о m? -4+ x? 2 


ift 





oder 


ems, 
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6. 419. 


af . ех Соѕ 2гх 


© үх! —2гхї 
e? Le 
— 2 


Te To 
= rif e- йг 1 ax f. е—х2—?гхі 


— 1 dx ef e—-x3+2rxi+r? + {йхе-"/ ` е—х2 —2rxi 13 


14х ef 7 ө-(-103.1- 3dx e- dp e- ctr, 
Kun ift nah $. 405 


af, ` e? = AN 
ах] И e — 4yr 


welches fofort erhellet, wenn man diefe beiden Integrale nad) 
$. 384 entwidelt benft. Folglich ijt 


+» 0 © __ 
а f 22 6733 = dx f. . е- 4 af, ех? = үл. 


Außerdem ift 


с со 
ах / е—(х9%32 — dx f. e, 
—%® e —00 


Deshalb folgt nun 
acf ` eo ?rx = е-“үл 


ferner aud) 
dx S, ” e—*!os Arx = је-"үт 


woraus für r — 0 wiederum 


el, е—** = үүл, 





| 


unb е6 ijt aud) 


fi) ergiebt. 
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6. 411. 
Wir wenden und zu bem Integral fu Inx dx, auf welches 


wir in 8. 379 und 8. 380 geſtoßen ſind. 


Man potenzire e mit allen ſtetig auf einander folgenden 
Werthen von — oo bis + oo, bilde alſo bie Reihe 


fo erhält man die Reihe aller ftetig auf einander folgenden Заб; 
fentvertbe x von 0 bis + oo, b. 6. die Reihe 
0 ..... 1 ..... + oo 
Die £ogarit)men Inx biefer Zahlenwerthe bilden alfo bie Zahlen: 
werthe 
— оо ..... 0 ..... + oc 


Und hieraus erhellet, daß während x alle Werthe von 0 bis + oo 
durchläuft, bie Funktion RECH ble Werthe 


— 0 ..,... ОО soo... + 0 
ber Reihe nad) annimmt. 

Man benfe f. dx nad) $. 384 in einer Reihe ent: 
wickelt, fo ift aus bem Vorigen erfichtlich, daß 006 Integral einen 
endlichen beftimmten Werth hat, fo lange jede ber Gränzgen a und 
x größer ald 1 ift ober Heiner, bag aber das Integral oo ift, 
alfo nicht beftimmbar, fobald 1 zwiſchen ben Gränzen a und x 
liegt, oder eine dieſer Gränzen felbft 1 ift. 


Gà fei x = е”, fo ift Inx =z und 0х, = e*, aff 


fia = (San. 
Inx Z 


(58 ift aber 
. 23 23 
е=1 nk aka ann 
e Z 
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Aus а = ех folgt z = Ina, daher ift nach $. 000 


x 1 Inxez 
Sn = f... z9 
= (а) + nx + 0890 O2 +... 
— Inline) — Ina EST “ав 


-—-—— e—— ——— ӨЛ — ВИ 


212 313 е 





nn dac E + — 4 Sud (na): 


(Inx)? — (Ina)? 
+ Hr ...o 


und biede Formel ift fo lange giltig, ald a unb х pofitiv find 
und weder 1 zwiſchen ben Gränzen a und x fid) befindet, nod) 
eine der Girángen felbft 1 ift. Зп dem befonderen Fall, daß bie 
@таце а Null ift, laßt fid) bie Formel nicht anmenben, denn 69 


ift n0 = — оо. Dennoch hat dad Integral f. Бэ wie aus 


bem oben Gefagten hervorgeht, einen beftimmten Werth, fo lange 
die Graͤnze x bie Einheit nicht erreicht. Segen wir für biefen 
бай, ba x< 1, x2e-*, fo ift nx=—z, 9, =— e, alfo 


1 1 
х х = fia. 
Es ift 
2 3 
1) e —i—iby—3Xd4ee 
unb, wenn юэ z dividirt wird und Darauf integrirt, 
2) 





7,2 


73 
= 2—2 + ору — ages 





Aus 1) "n 


е — 1 Z 22 


== — 1 арр 4* 


е we 1 2? 23 
JZ dz = — 24 о 818 197 
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Der legte Ausdruck verfchwindet für z — 0, deshalb ift 


se — 1 z2 g3 
S= dz = — —2 + 05-12 + *4* 
Diefen Werth fubfituite man in 2), und еб ен єр 


3) f iam H=. 


Aus 0 — e-* folgt 2 — оо, ud х = e—* folgt z = — lnx, 
daher iff nach $. 393 


JE —]nx LA 
dx — —À 
o lnx © 769 


ober, wenn man auf das legte Integral 2) und 3) anwendet, 


x ` ln x)2 lnx)? 
ё = 100) + Inz + 22 deg +... 


In 
| — noo — Л, ` — 
wobei nicht zu überfehen, bag Inx an fid) negatio ift, ba x — 1. 
Segen wir bie zu f. Vo dx gehörige Gonftante gleich C, fo ift 
alfo 


С= —Inx—f, CC 


oder, wenn p wächlt bis oo 


C — — lim [In «ЛЕ =] 


аф 8. 136 if 


lim (1 — 5)- e. 


Diefen Werth fubftituiren wir, und еб entfteht 


ИАА 


Das legte Integral zu beftimmen {ереп wir 


























Z 


fo ift z = DÜ — y) 
025 = — р 
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ad 0 = p(1—y) folgt y = 1, аё р = p(1— y) folgt 
y = 0, alfo ift nad) $. 393 


(1 di 1 
SM. aL 
IS E pir 


-fum 
= DO y y! уз... у 
= (14443414. +4) 





und daher ift endlich 
a— 1 1 
C= lim(1 4444444... HE ap), 


Die genauere Berechnung biejeó Werthed erfordert weitere Eroͤrte⸗ 
rungen, die wir hier unterlaffen müffen. 09 findet fih übrigens 
C = 0,5772156649 .... 


$. 412. 


1 1 \Р—1 
Das Integral f. (In 1) dx pflegt man das Eulerfce 
Integral zu nennen und durch Гр zu bezeichnen. (66 ift alfo 


i 1 1 p—i 
1) rp- f, (2) ах. 


Man fepe x = eh, fo ift 0х, = — ECH, unb In + =z; 


aus 1 = e-* folgt z = 0, аиб 0 = e-* folgt z = оо. Daher 
folgt nach $. 393 
Гр = — f?e-*z»-dz 
oder 
2) Гр =f, e-x?-!dx. 
Die Ausdrücke unter 1) unb 2) find zwei verſchiedene Formen 
deſſelben Integrals. 
Es it fe-*dx = — fe-*0(— x)dx = — ех; und da 
— er für x= оо in 0 unb får x == 0 in 1 übergeht, fo folgt 
3) MI =1. 
Man fepe x — az, fo ift 0х, =a; au$ oo = az unb 
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0 = az folgt beziehlih 2 = oo und z = 0; Haher entítebt nad) 
$. 393: aus 2) 
Гр = а? f, e-*zz»-1dz 
oder 
4) S o e-*xxP—ldx = Р 
G8 fei y рой Но und man fege in 4) 1--у ftatt a, бад Liefert 
Гр o x 
Ty» =f; e (1+7) xP—ldx 
ober, wenn man mit уч! multiplicirt, 
УУ! EHRE DREIER 
Грег уу = / e-*xP-le-3yt-ldx, 
Diefe Gleichung integrire man nad) y von O big oo, und es ents 
fteht mit Rüdficht auf $. 399 


oo у! fen a _ 
ГР], d +? ^ e 7x7! (fy e y? dy)dx 


= ed dx [4)] 
= Dal, e-*x?-1 dx 
—Iqrp—4 [2] 
oder, mit Гр bivibitt, 
f. y Ae Г9ГОр — 9) 
(ry? ^ Tp 
oder, wenn man p =q -+n unb x ftatt y fegt 
5) » xt 2 Гаїп ` 
Jo (1-р хуч I(q- n) 
Die theilweife Integration liefert 
fe * x?dx = — e-*x? + pfe—x?—!dx. 

Man nehme hier das Integral von O big oo. Der Aus- 
drug — e—"xP geht fowohl für x= 0 als für х = æ in Null 
über, und deshalb ift 

fo € 7 x?dx = pf, e-*xP-!dx 


ober 
6) Tp + 1) = prp. 
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Nach 6) ift 
Г(р + 1) = prp 
Г(р + 2) = (p + Dr(-4 1) 
Г(р 4- 3) = (р + Zr (p + 2) 


Г(р + n 4- 1) = (p + x)r(p + п) 
weiter folgt 
I(p + 1) = prp 
Гр — 1) = (p — 2)Г(р — 2) 


Г(р —n-4- 1) = (р — һ)Г(р — р). 
Durch Multiplication entfteht hieraus 
r 1 
p BT o pp + Dp d 2» (p 4-4) 
und 
TP+N_ oo р - 
8) Гра) РФ (Up — 2)....(р — n). 
Aus 7) folgt, wenn man p=1 fegt, 3) beachtet, unb 
darauf n — 1 für n fubflituirt, 
9) Tn+1)=n! 
Die Herleitung der Formel 7) bedingt jedoch, daß hier n eine 
pofitive ganze Zahl fei, und zwar 2 0, denn aus 6) folgt 


Tp MURIS und das liefert nach 3) für p = 0 


1 
10) ==». 


In 7) werde 1 — p ftatt р gefegt, unb n— 1 Вав n, das 
liefert 


га 1р) аа. p»92—p3— 2 
Гр) = (1—р)(2 —р)(3 —р)....(п—р). 
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Diefe Gleichung mit 7) multiplicirt giebt 
Г(п 4-1 4- pra 4 1— р) 

Грг(1 — p) 

= p(1 — p?) (2? — р?) (32 — p?) .... (n? — p?) 
Nach 9) ift 
T(n + 1)]? = 1-22.32.42,...n? 

alfo, wenn man dividirt, 
Dm 4-1 + pra 4-1 — р). 1 

Ta + 15]? Грг(1 — p) 


=н) 0) 


Der erfte Faktor links wird gleich 1, wenn man n unenblid) fegt. 
Daher folgt 


2012 -5 P 
гир e - DG Eo - B) es 
Nun ift aber nad) $. 314 


-4-20-23-0) 
Sinx — (1-5) — 2: 1— 321 .... 


Man {фе x — pz; е8 entfteht 


э eh) 
"wi P Le 1 4 1 — 5 о ооо 
unb, wenn man dieg Refultat mit bem oberen vergleicht, folgt 
í 11) rpr(1 — p) = 
бїс р = 4 liefert diefe Formel 
12) T} = үл. 

(88 fei x = ay”, fo ift 0x, = пау"—!; aus 0— ay" unb 
oo = ау" folgt beziehlih y = 0 unb y = оо. Wenn man dar 
her in 2) x = ау" fubftituirt, fo entfteht 

Гр = пар f?" eng yop-!dy 


— 
Sinpz' 


ober, indem man р = 4. fegt, 


4 o, ахда 
13) r 3. — па*/, e x1-1, 
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6. 413. 
Aus 13) 069 vorigen Paragraphen folgt nochmals 


/ге—”дх = үүл 


wenn man а = q = 1 unb n=2 fegt und 12) beachtet. 


$. 414. 


Man pflegt (od duch /2ф,4х, Té, dr durch 
f pdx, и. ſ. f. zu bezeichnen und beziehlich das zweite, dritte u. f. w. 
Sntegral von ф, zu nennen. | 


6. 415. 
Es ift 
1) Të = фр — dpf pdx + 02ф, pdx —.... 
Ed, f ^y, dx эс /(д°фх f ^, )dx. 
2) f$.9U,dx = ф, Ч, — Ib. „ах + 929, /?,dx —.... 
EA, Al dx F f (0$, 8—14, )dx. 
Die Шейюейе Integration liefert nämlich 
fox dx = ф, f, dx — /(9ф, fi, )dx 
— Say. f )dx = — Әф, f *v,dx + AOp f ?w,)dx 
SO pS? Y х = 02ф, * y,dx — AO? paf Zil )4х 
— fO? 9, /*,)dx = — dé Sales + /(2*ф, Sal )йх 


+ f(0n719, f ^71, )dx = + 91-19, fu, dx F f (079, f^, )dx 
unb bie Addition biejer Gleichungen giebt bie Formel 1). Die 
zweite Formel entfteht aus der erften, wenn man ou Йан ул 6 


6. 416. 
In 2) des vorigen Paragraphen werde Ч, = x — a gefebt, 
fo ift 
1 1 
oy, == 1, fu dx == 5j; X — а)?, S?yıdx = 31€ — 9 


u. f. w.; unb eà entftebt 
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1) /ф,4х = (х—а)фх EI 








дф, + vr 





+ WC E 9^7! ф, F — а a)" уна, dx. 


(66 (d fid = be fo ift 70, dx = Р —f,. Die n erften 
Glieder реб Ausdrudes zur Rechten in 1) verſchwinden für x — а; 
daher wird (zé, ах auch in diefem Ausdruck erhalten, {оба 


man das legte Integral ооп "a 616 x nimmt. Und deshalb ift, 
wenn man überall f, einführt, 








f, — f, = (x —ayof, — 8) адаф + e i-o, un 


a 
„er f Fa Т0 — a 


Hieraus folgt Ä 
f, == f, 4- (ах), -- Se 236, +. Me 





— aT 1 үх (a — х): 0%, dx 
oder 


3) ,— f 4 (аю, 4... + e D, 
D 4, i apost 


Man denfe zwei Funktionen P, und Q,, nehme an, Q, fei 
für alle in ben Gränzen c und c+h liegenden Werthe von 
x pofitiv, und g und k feien bie zwifchen c und с + h liegenden 
Werthe von x, für welche P, beziehlich den größten und Heinften 
der Werthe erhält, bie ed annimmt, während x bie Werthe von 
c big c + h durchläuft; und еб erhellet, wenn man die Integrale 
паф $. 384 іп Summen entwidelt benft, bag 

Р, Га, ах > (SPAD, Ode 
und 
Р, tQ, ах < (ERD, GO, dx. 
Die бин он P, muß ftetig fein für die Werthe von x zwifchen 


c und с -+ h; daher läßt {6 ein in р ен Gränzen befindlicher 
Wolff's Anal. u. Differ. Ste Aufl. | 39 
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Werth c + ph (unter р alfo einen echten Bruch verftanben) von 
x annehmen, für welchen 

Р, А/О, х E 
ift, unb р liegt zwifchen O unb 1. 

Der Ausdruck (а — х)" in bem Integral in 2) ift Веб po: 
fitio, wenn n gerade ift; bezeichnet n eine ungerade Zahl, fo ift 
(а — x)? beflünbig pofitiv oder beflánbig negativ, je nachdem 
a — x pofitiv ift oder negativ. Der Эдрхий (a — х)" ift das 
ber für alle Werthe von x zwifchen x und а pofitiv, wenn n 
gerade ift, und für diefelben Werthe von х ftetó pofitio ober ftetó 
negativ, wenn п ungerade ift; in bem leptecen бай 1088 fid aber 
ber Auddrud wiederum poſitiv machen, wenn man dad Integral 
negativ nimmt. Das Refultat der vorigen Erörterung findet Mer: 
nad auf das gedachte Integral Anwendung und man darf fegen 

Se — x)" ontif. dx — ontif, 1 paf (a — x)" dx. 

Die Gränzen x und a Lafen ſich nämlich durch x um 
х + (а — x) wiedergeben, und p ift ein unbefannter. aber дор 
{феп O und 1 liegender Werth. Der erhaltene Ausdruck werde 
in 2) fubftituirt und ед ergiebt fid, weil nod) (ois — х)" 

(а— х)в+! , 








= — — d 
n+ 1 
— 2 — ЭР ҮЙ. 
8) fa = fx + (a—x)of, + S * 226, + ... Ч e 0 orf, 
хүй | 
FG DI нив 


Für а fepe man jegt x + h; das liefert 
h? bn 
4) Luz f, + hof, + 919 f + .... + 0%, 


Wi? n+1 
Tan ua 


und dies ift nochmals bie Taylorfche Reihe mit dem Ref. 
Man fepe weiter in 3) a =x unb x =a, unb ed entfteht 
5) & = fa Lea, a +... + TM 


n! 
(x — ay 1 n 4 
T (n3 DI? Tfi ue) 
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und für а = 0 folgt wiederum hieraus — 
2 n 
6) f£, = f, + xof, + 59% +... + EA 
хэн 
T an! tr. | 
Die Reihen 5) und 6) find bie Maclaurinfchen Reihen mit bem 
Erganzungsgliebe. 

Bei diefer Gelegenheit wollen wir nod) erweifen, bag, wenn 
für einen befonberen Werth a von x fid) f. nicht in eine Reihe 
verwandeln läßt, welche lediglich nach pofitiven ganzen SBotengen 
von h fortfchreitet, fondern nur in eine Reihe, welche auch pofitive 
gebrochene Potenzen von h enthält, alsdann 000) bie Entwidelung 
von fern fo lange bem Taylorſchen Gefege folgt, 618 das erfte 
eine Bruchpotenz von h enthaltende Glied erfcheint, deffen бое; 


cient dann aber, nah Taylors Cat beftimmt, die Form E ans 
nimmt. — 68 werde gefeht, für x = a: 


fen = Ao HA b A, h?--A, h3 +... + Anhe ВЫ... 
unb ed werde diefe Gíeid)ung wiederholt nach bem veränderlichen 
h differentiirt. Zuvor fege man x + h =y, bann ift дуул 1 
und — | 
d oh == 96. дуһ == д}, 
92 (f, Ah, == ә(96)һ == 2265 дуһ == 2326, и. f. w. 
Hiernach folgt 


2f, --А,4-2А,84-3А,82-.... +(2-+2) вич en 
2f — . p Р__ 2+2 —2 
3f, == 91А „-Е3 2A born Ela P г)вь а. 


tech lara Alan P —2)me etta - 


Ян = m + (s + E, + 4 —1 ) (2 + г)вьх +... 
32 * 
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mme Denn) (tta 


Daher fat man fùr h = 0, wobei z — x ift, für baó man а 
zu feben hat: 


1 1 
Ao = fa, А, = du А, = = gha A, = 370 fa u ff 
unb weil P — 1 negativ iR, PHR = Т. Darin tieg We 


Behauptung. 
6. 417. 
Man fege in $. 415 2) x flatt d, und e8 ӨНӨ 
2 3 4 
1) fé, dx = хф, — 579% + aie —119°Ф Li 


Diefe Reihe heißt bie Bernoullifche Reihe. 
Und wenn man die Maclaurinfchen Reihen $. 000 integrit, 
ergiebt fid) 














ff, dx = xf, + on HE 22f, + er 936, +. 
alfo | 
2) Did = dt + 0, + — +. 


und für a—0 
x? x3 х! 
9) Jof. dx = xf, + a1 fo + 319 fo + 279° + .... 


$. 418. 


Wenn man fij, wie еб nicht felten der Зай ift, außer 
Stande fieht, ein vorgelegtes Integral zu beftimmen, fo bleibt zu 
legt nicht anderes übrig, als baffelbe näherungsweife anzugeben. 
Dazu fünnen die Reihen im vorigen Paragraphen benugt werben, 
befonberà aber die Entwidelungen in $. 387. Noch eine Methode 
ber genäherten Integration möge hier Plag finden. 
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8814 ff, zu Wann während befannt ift, bafi einander 

die Werthe 
x— a, b, c, d,.... 
fe =A, B, CD... 
entfprechen, übrigens f, felbft nicht einmal gegeben zu fein braucht. 
Könnte man eine Funktion px herftellen, welche fid) integriren 
läßt, und welche für bie Werthe a, b, .... von x, beziehlich bie 
Werthe А, B, .... erhält, fo würde, unter ber Borausfegung, daß 
bie Funktionen ftetig find, bie би он dx auch für bie übrigen 
Werthe von x nicht febr von ber бий он fx abweichen, unb um 
fo weniger, je größer die Anzahl der Werthe a, b, .... von x ift, 
für welche beide Funftioneu übereinftimmen, und je näher diefe 
Werthe an einander liegen; und ed würde bann in /ф, nähes 
rungsweife das Integral von fx geboten werden. Die Funktion 
dx, welche für n Werthe von x mit f, übereinftimmen fol, fann 
als eine Summe von n Summanden gedacht werden von ber 
Befchaffenheit, bag wenn für x einer jener Werthe, etwa a, gefegt 
wird, dann n — 1 der Summanden verfchwinden und der übrig 
bleibende der zu a gehörige Werth A ift. Sollen aber n— 1 
Summanden verfchwinden für x — а, fo muß jeder derfelben ben 
Faktor x — a enthalten; und еб erhellet, daß Фф, gleich zu 
{ереп ift 
(x—b) (x— c) (x — 4)....Q + (x—a) (x — с) «—).. 
+ (x—) (x — b) (x— d)... ..9 + .. 

damit zunächft n— 1 ber Summanden benchwinden fuͤr jeden 
einzelnen der Werthe a, b, c, d, .... von x. береп wir hier 
etwa х = a, fo bleibt ber erſte Summand ftehen, und damit 


| diefer zu A werde, muß Q gleich 


nach ijt au [eben 
à. = (x—b) (x—c) (x—d).... n (х—а) (x —c)(x—d).... B 
" (a—b) (а—с) (a—d) .... (b—a)(b—c)(b—d).... 
(x —8) (x — b) (x —d).. 
T (c— a) (c — b) (c— d) .. Pir: 
Und dann ift annähernd 


iers 


A , 
be a 9" 9 
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(x — b) (x —e)x— d).. 
= аад аа 


(x — а) (x — c) (x — d).... 
+ danken esi 


ober 
fa 
St dx = abe oa g (x—c)(x—d)....dx 
fp 
+ (b—3 — a) (b —cXb—4)...- S (x—a) (x—c) (x—d).... dx 


fe 
+ ae bie g.. 5906-06-96. 
ME 


Bedient man fih nur zweier Werthe а und b von x, unb 
der dazu gehörigen f, unb fy von fx, fo ift annähernd 


БУ & — bdx + Ф b тү (х —а)йх 








{, 
(dë = — 


_&-b%?, Ko 
— Xa — b) fa + 2(b — 206 — aj? 


unb е8 folgt 
ГУ, dx = Q9 +, 


Eben fo fónnte bei drei unb mehr Werthen von x das 
Sntegral allgemein und annähernd бейіті werden. Bequemer 
führt fid) diefe Beftimmung durch, wenn man die Werthe von х 
in gleichen Intervallen und am einfachften, wenn man 906 Inte⸗ 
gral dabei zwifchen den Gränzen 0 und 1 nimmt. Dadurch ge. 
fchieht der Allgemeinheit Fein Abbruch, weil ein Integral zwiſchen 
‚ven Gränzen a und В nah $. 394 6) in bie Gränzen 0 unb 1 
fih bringen läßt. 


Für а = 0 unb bz 1 geht bie fete Gleichung über in 
Af, dx = oth, 





Für die drei Werthe 0, 4, 1 von x entfteht 
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ftx == 0 0/6 — у) (х — (ds 


а оу 
+ ас Do: p/e 0) (x — 1)dx 


L——— = агаа d—p/9— 0) (x — ds, 
Der efte Summand rechts iſt 


2:f, f (x? — 4x + dx = 2(4x? — {х2 + kt, 
Der zweite ift | 


— 4f} f (x? — x)dx = — A(jx? — 1х2) 
der dritte 


2f, f(x? — 1x)dx = 2(4x? — {х2),. 
Daher folgt 


Did = GE PEE. 
Für Ме MWerthe 0, 4, 3, 1 oder O, 4, 4, 4, 1, oder O, 4, 
3, 1, 3, 1 u. f.f. von x findet fij eben fo ohne Schwierigkeit 


das Integral. Für ben praftifchen Gebrauch mögen folgende Res 
fultate dienen: 


1х = эһ 
fida = “Н + Һ 
урах - TEE 
if dx = fot зав + + 32A + T, 
fida = 19% + 15% + 23 i508 TM + 19f, 
Dt D 


Ais + 21684 1 27 4 2720 + 200 + 216 4- Ai, 
| 840 


EE 
X 


(56 ift 
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alfo 
ао и — In? = 0,69314718.. 


unb wir wollen beifpielöweife baffelbe Integral nad) реп vorfle: 
henden Formeln annähernd beſtimmen. Rah $. 394 6) ift 


zunächft 24 (4 
J. хх - f, х 1% 


und bie Näherungdformeln liefern 
A | 41 ax— +4. == 0,75 


er 
n- EEH om. 


LEET — 0,6937 .... 











ар З ра: 
u A —059317.... 


і) 75.0 8) 4 5008 4 Ф), 
90 


= 0,693163 .. 
_ 410 4-D-E216G- E50 +27949) +2724 
840 . 


— 0,6931517 .... 
Der legte Werth ift nur um 0,000004 .... zu groß. 


УШ. Integration der Funktionen mit mehreren 
Beränderlichen. 


6. 419. 


Während dy — d,dx ftetd als Differential einer Funktion 
y = f, angefehen werben fann, unb alfo auch bie Integration 
fij fordern läßt, ift dies anders bei einem Differential zweier 
Beränderlichen 
dU = Рах -+ Ode, 
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Hier mug 20, = P, 20, = Q fein, wenn das Differential durch 
Differengiren einer Funktion U entftanben fein fall unb alddann wird 


d?U d?U 
dxdy . dydx 
. oder was daſſelbe fagt 
20, = 2Р,. 


Dies ift das Kennzeichen, bag dU = Рах = аду wirflich ein 
Differential fei. 


@8 fei nun 
dU = Pdx + Qdy 
ein Differential. 
Alsdann ift 
U = fPdx + Y 


unter Y bie Conftante nad) x verftanden, b. B. einen Ausdruck, 
ber fein x enthält, aber im Allgemeinen eine Wunftion von y 
ift. Denn indem 20, = Р gebildet worden, find bie bloß y 
enthaltenden Glieder ausgefallen. 
(88 folgt jegt 

20, = dxf ЭР, +Y, 


b. B. 
Q = dxf oP, + dY, 
alfo 
dY, = Q — dxf ðP, 
und 


Y — C + dyf[Q — dxf'?P,]. 
Demnach endlich 
U = С + f/dxP + dyf [Q — dx/'?P,]. 
Die Conftante C ift abfolut, weil Y Зил ол nur von y ift. 


Beiſpiele. 


Es iſt 
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und 


alfo bie vorgelegte Funktion ein volftändiges Differential, und 
еб folgt nun 


e 
2 
| 


а м 
П dg 


H IR зогч юэ 


SL: + 





obet 


2) ydx — xdy 


oder 


I dx— —— 
prp yid xi yi dy. 
Ge ijt 
ap — tX —yN.o x — у? 
y (х? + eäi “(хэ y2)? 
2Q 22158 + у? — 2х2 _ х? — y? 
х x? + у? T (x3 у?)2 
alfo die Funktion ein Differential, und 66 folgt 
— y ` 
U = is f +y? \ 





1 


dE) 


| 
л 
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х 
= arctg — + Y 
87 + 
X 
y 
lach х + Y) = —"uü + дҮ, 
у 1 + i 
y - 
--Х 
x? + у? + дү, 
—X 
a x? + у? 
liefert 
` ðY, = 0 
Y=C 
folglich . 


art C. 





x? +y үх si 
68 findet fid) 
2 .— 2 
p, = 98, = @ + 5 
Die vorgelegte Funktion iſt deshalb ein Differential, und es folgt 
— dax [х It? 
x + у?)х 


porum 
== were + Inx +Y 
= arctg I +Inx+Y 


20, = — ——©— әү, 


гу 
х х? + ху +y? 
sit (55-гуду 








20Ү, = 
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Ү = —1һу + С 
alfo 


U-=arcte- nt. C 
By y t 


6. 420. 


dU = Рах + Qdy + Rdz. 
Dies ift ein Differential, wenn 
40 40,40 40 40 420 
dxdy ^ dydx' dxdz Фак’ dydz аду 
ober Diet 
oP, = 09,, 2Р,--2В,, 08, = 0Q,. 
Man hat alddann 
U — dxfP + Y 
unter Y eine бил он von y und 2 verftanden. 
|. QU, = dxf?P, + ?Y, 


= dx/?P, + дҮ, 


== - дуга — ах/ЭР,| 42 
unter Z eine union von z verftanben. 
Demnach 
U = dxf P + dy/[Q — ах/дрР,] +Z 
20, = dxfoP, + dyf [0 Q; — det ab, + 22, 
b. й 


Ge fei 


obet 


alfo 0 


= OST ↄP. + ду/тго, — dxfO’P,.] + 22, 
vue 
02, == R — dxfoP, — dy/[9Q, — dx/'0"P,,] 
Z == dzf[R — ах Г2Р„ — dyf/(2Q, — ах/ә”Р,,)] + C 
unb endlich. 
U = Const + dx/P + dyf [Q — dxf'^P,] 
+ dz/ R —-4х//дР„ — dyf19Q, — dxf'o"P,,]. 
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Beifpiele. 


— 2x(y? — z?) 
D WE gri yn SEES Ly 


2z dz 


222 2x(y? — 2?) 
0 = — 4 (x? + у?) (х? +22) 


2х ' 2x 
= Lei х? Tu] 
U = In(x? + y?) — In(x? 4- 22) + Y 





2y 
а= 2 фу? TY, 
9Y, — 0 
folglich 
Y = 7, 
U = ln(x? 4 у?) — (х? - 22) + Z | 
27 
00, = —-——— x? |+ + 02% —R 
7, = С 
alfo 
2 +y? 
U = Const + In- — 
2) а0 = red х1 (— 9^ у 
x +y?+z?x x? + y? +22 z 
+ SIE = Фе Op dz 
"Tyra 22 z? 
1-4 
+ 221 +С 


уяа 


— 
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Bon den Differentialgleichungen. 
6. 421. 
@ fei gegeben 
Ёу = 0 
fo ій 
ef, cy, + cf, ==0 
oder 


de — f dx = 0 
und dies ift eine unmittelbare Differentialgleihung, während 
{у die primitive Gíridjung heißt. Sie ift entflanden ebenfo, wie 
wenn in f, bie beiden Beränderlichen unabhängig wären; unb 
man wird daher auch f,, aus derfelben aurüd erhalten, indem 
man integrirt wie zuvor. Rur bleibt eine Gonftante, welche in 
f, vielleicht enthalten und beftimmt war, jebt unbeftimmt, fo daf 
fif) ein allgemeinered Refultat ergiebt, welches aud) dad allge- 
meine Integral genannt wird, während, wenn bie Gonftante. einen 
beftimmten Werth hat, das Integral ein befonderes heißt. 
3.8. 
1) @—-a?+y—b? — r = 0 
liefert | 
2(x — a)dx + 2(y — b)dy = 0 

ober 

2) (x — adx + (y — be = 0. 
Man nehme an, еб fei gewefen U;, == 0 wmd еб ift 

- U = dxf(x — а) + Y 

= 4x2? — ax 4+- Y 

20, = 2Y, = y —b 
alfo a 
Y = 4y? —by + С 
alfo ift 

U = {х2 — ax + jy? — by + C = 0 

das allgemeine Integral. Aus ibm fann man machen, weil е6 
= 0 ift, 

x? — 2ax + y? — 2by + a? + b? +C = 0 


PR 
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ober 
x — а)? + (y — b)? +C=0, 
welches immer noch allgemein ift und erft ein Befonderes wird, 
indem man bem. C einen befonderen Werth beilegt. 
Die Differentialgleihung fpricht alfo allgemeine Eigenfchafs 
ten аиб. 


6. 422. 


Aus einer erften oder primitiven Gleichung und ihrer unmit 
telbaren Differentialgleichung kann man einen conſtanten Werth 
eliminiren, z. B. 

1). ax —xy — by —0 
liefert 
2) adx — ydx — хау — Бау = 0. 

Hieraus b elimimirt entjtebt 

(a — y)dz — жду — ———Уду —0 
obet | 

(a — )4х — dy —0 
ober | | 
3) (а — y)ydx — axdy = 0 
und eliminitt man a aug 1) unb 2), fo folgt 


Uc уд ydx — xdy — bdy — 0 


ober - 
4) bydx — x?dy — bxdy = 0. 
Die Gleichungen 3) unb 4) bilden bie mittelbaren Diffes 
rentialgleichungen bet 1) von ber erften Ordnung. Aus ihnen 
fann in gleicher Weiſe a oder b eliminiert werden, nämlich 3) 
liefert | 
ау — y? = ахду, 
аду, — 2уду, = ахд3у, + аду, 
folglich | 
- дуду, 
а = ———— 
хд3у, 
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fubftituirt | ` 





— 2у*ду, — у? = — 2худу,% 
xo?y, НШ хд3у,„ 
2у* дух + xy*0*y, = 2худул? 
2уду, + худ?у, = 2абу,®. 
Die Gleidjung 4) ift 
by = side, + bxoy, 


‚oder 


und liefert | 
Р boy, = x20?y, + 2хду, + bxo?y, + boy, 
0 . 
b=— хд2у„ + 20у, | 
= ay 
fubftituirt 


— xy? y, — 2уду, == x*0y,O?y, — x20? y,0y, — 2x0y,? 
oder ` 
2уду, + худЗу, = 2х0у, 2 
welches die vorige Gleichung ift. Diefe heißt bie mittelbare 
Differentialgleihung zweiter Ordnung. 
Die Gleichung 
ax — xy — by — 0 
als primitive liefert demnach 
(а — y)dx — (b + x)dy — 0 unmittelbare 
(а — y)y — axdy, — 0) mittelbare erfter 
by — x(b+x)dy, = 0( Ordnung. 
Man unterfcheidet den Grab ber Gleichung nad) (дух)! bei 
der erften Ordnung, nad) (02y,)^ bei ber qten Ordnung. 
Die legte Gleichung ift bie Allgemeinfte. Die durch fie aut 
gefprochenen Eigenfchaften werden für alle Werthe ber Conftanten 
von ber primitiven erfüllt. | 


6. 423. 
(6 fei пип gegeben 
Рах + Ode = 0. 


oP, = 28, 


5 
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jo ifl, nad) bem anfänglich gefagten, dies eine unmittelbare Diffe: 
rentialgleichung unb bie primitive Gleichung von ber Form 
= С 
während | 
dU = Рах + Ode = 0 
und aus 
dU = Pdx + Qdy 
fij U finden läßt. | 
Sft dagegen OP, nicht glei 2Q,, fo ift Ме vorgelegte 
Gleichung anzufehen als eine mittelbare, fo daß bod) bie primitive 
y=0 
befteht, doch nicht immer fd) erlangen läßt. 


$. 424. 
Es fei 

Xdx + Ydy -:0 
wobei X nur x, Y nur y enthalte. Man fagt, bie Berånders 
lichen feien gefonbert unb bier findet fich й 6 bie primitive 
Gleichung. Denn man fege 

dU = Xdx + Ydy 
unb е8 folgt 


U= dxfX + Y 
alfo 
= f, + 6-4 y 
00, = ү, 
alfo 
| 0Y, = Y 
Y = dy/Y = С 
und mithin 


U = dxf X + ду/Ү + С = 0 
fo daß man nur einzeln zu integriren braucht. 


Wolffs Anal. u. Differ. Ste Aufl. 33 | 
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Lineäre Differentialgleichungen ver erſten Ordnung. 


8. 425. 


dy + Pydx + Qdx — 0 
unter P unb Q Funktionen von x allein verftanben. 
Man fepe 


y — Xt 
unter X eine Wunftion von x verftanben, fo ift 
_ dy = Xdt + tdx 
alfo 
Xdt +tdX + PXtdx + Qdx = 0 
unb fege 
Xdt + PXtdx = 0 
unb 
tdX + Qdx = 0 
dt + Ptdx = 0 
liefert 
dt 
y= Pdx 
lnt = — dxfP 
| t = ey, 
Aus 
tdX + Qdx = 0 
folgt dann 
dX = — S E. лд 
X = — dxfGety? -- C 
unb man Bat 
y — Xt 
b. b. 


y = е-®/Р[— dx/'Qe*y'? + C]. 


6. 425. 426. Bom Integriren. 919 


Beifpiel. 
dy 4- Їах--хчйх--0 





dx/P= f — = lnx 
. _ 11 
einx — e-lıx == cin = x 


= L faxa + C] 


1[ xe? 
X 2 | 





obet 





Auch bie Gieid)ung 
de + Py”dx + Qdx = 0 
P unb Q бий олеп von x, fann in biefer Weife behandelt 
werden, denn man fege 
у= 2 
fo ift 


unb е6 entfteht 
dz + mPzdx + mQdx = 0. 


my?-!dy = dz 


38* 


d 
916 бот Jutegriren. $. 227. 


Bom Faktor, ber integrabel maht. 
$. 427. 
Рах + Ode = 0 
fann immer durch Multiplication mit einem байг ф, у integrabel 


gemacht werben. 
Man шафе daraus, mit Qdx Өю но, 


dy — 
2 БУ = 0 


unb fege al8 primitive Gleichung 
U =a 
fo folgt 20, + 20, ду, = 0 
U, — 
ober oy. + apt = 0. 
Dies muß gleich dem Obigen fein, alfo 


dy _dy, 20, 
dx T V ах 20, 





ober (1 + у )оо, = QU, + 20, ду, 


und ba daß legte bie vollftändige Ableitung ift, fo auch das erfte, 
und bie Ctammfunftion ift 
U =a. 


Das Differential derfelben ift bann 
(B vou, =0 


obet dy + Vdx = 0. 
Auch fann nun 


0 =a 
Ctammfunftion fein, denn bie Ableitung wird 
dpa 9U, = 0 
oder dpa (20, + 20, ду,) = 0 


wobei bie Od. dividirt werden fann. ф ift beliebig. 


6. 428. Dom Integriren. 517 


Homogene Funktion. 


6. 428. 
Рах + @dy = 0 
heißt homogen, wenn, indem man y= 2х fegt, x gemeinjchaft- 
licher Waftor wird; die Gleichung geht bann über in 
px"dx + qx^(xdz + zdx) = 0 


oder (р + qe dx Ы qx^t!dz = 0 
OX ai dz —0 
E р-Г 42 2 t 
wobei die Beränderlichen vefonbert erfcheinen. 
Beifpiel. 
(x — 2y)dx + ydy = 0. 
Man fege у == XZ 


unb 69 folgt 
(1 — 2z)xdx + xz(xdz + zdx) = 0 
(1 — 2z + z?)xdx + x?zdz — 0 


dx Z 

d£ dz dz 
Tran 
lnx + In(1 — 2) + = А 





1— 
oder ай z wiebernm I „ 6016 
—* 4 — == А , 
Inx у) = А — —— 
х-үу 
x—y = e^.e iz. 


Drud von Earl Schultze in Berlin, Rene Friedrichtſtraße 47. 
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